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1. Szanowny Panie Dziekanie, Szanowni Państwo! 

Dziękuję Panu Dziekanowi i Władzom Wydziału, za umożliwienie mi zaprezentowania tego wykładu inauguracyjnego jako przedstawicielowi Instytutu Matematyki. Jego tytuł

 „Galaktyki i monady” jest ściśle matematyczny, choć może wzbudzać inne skojarzenia.

2. Jeśli mówimy o matematyce, to zasadnicze jest pytanie o jej pojęcia pierwotne, a więc o podstawy matematyki. Powszechnie uważa się, że matematyka jest nauką o liczbach. Sami matematycy wskazują raczej na zbiory, jako podstawowy przedmiot zainteresowania matematyki, a liczby lubią kodować jako pewne zbiory. Na przykład liczbę zero można utożsamiać ze zbiorem pustym, liczbę jeden ze zbiorem jednoelementowym złożonym ze zbioru pustego, a każdą następną liczbę naturalną ze zbiorem obiektów dotąd w ten sposób skonstruowanych. Cały zbiór liczb naturalnych to zbiór obiektów dających się skonstruować takim właśnie algorytmem.

3. Pozostałe zbiory liczbowe konstruuje się ze zbioru liczb naturalnych. I tak mamy zbiory liczb: całkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych i zbiór kwaternionów. Pierwsze cztery zbiory liczbowe dobrze znamy ze szkoły, a o dwóch następnych zapewne słyszeliśmy, a Państwo rozpoczynający naukę na naszym Wydziale zapewne je poznają w czasie studiów.

(Jak się konstruuje te zbiory liczbowe: liczby całkowite to różnice liczb naturalnych, liczby wymierne to ułamki, czyli ilorazy, liczb całkowitych o mianownikach niezerowych, liczby rzeczywiste to granice ciągów o wyrazach wymiernych, liczby zespolone to rozwiązania równań algebraicznych o współczynnikach rzeczywistych, a kwaterniony to czwórki liczb rzeczywistych, których użycie jest wygodne w pewnych zagadnieniach, np. w fizyce zajmującej się czterowymiarową czasoprzestrzenią, podobnie jak liczby zespolone można utożsamiać z parami liczb rzeczywistych. )

4. Wszystkie zbiory dotąd wspomniane miały te cechę, że stosunek wielkości (mierzony wartością bezwzględną) dwóch liczb niezerowych był skończony. Pojawia się pytanie: 

czy tak zawsze musi być? Inaczej mówiąc: czy istnieją takie zbiory liczbowe, w których występują liczby nieskończenie duże i nieskończenie małe? 

5. Już w starożytności matematycy myśleli o nieskończenie małych. Grecki fizyk,  matematyk i inżynier  Archimedes proponował użycie nieskończenie małych do obliczenia pola koła.

6. Kolejny angielski fizyk, matematyk, astronom i filozof  Isaac Newton (bardziej chyba znany jako fizyk niż jako matematyk) niezależnie od kolejnej postaci stworzyli podwaliny rachunku różniczkowego i całkowego. Dla nich pochodna to iloraz nieskończenie małych, co widać w zapisie dy/dx.

7. Tą postacią  był niemiecki  matematyk i filozof Gottfried Leibniz, żyjący współcześnie z Newtonem i oskarżany nawet przez niego o plagiat.     

8. Również Leonhard Euler – pochodzący ze Szwajcarii  nadworny matematyk carycy Katarzyny – zasłużony w wielu działach matematyki używał nieskończenie wielkich i nieskończenie małych, w szczególności do wyrażenia liczby Eulera, zwanej też stałą Napiera – podstawy logarytmów naturalnych e.

9.  Jak widzimy pojęcie nieskończenie małej jest pożądane z fizycznego i matematycznego punktu widzenia. Najbardziej intuicyjna definicja pochodnej wykorzystuje nieskończenie małe.

Pochodna to stosunek infinitezymalnej zmiany zmiennej zależnej do infinitezymalnej zmiany zmiennej niezależnej. Wszelkiego rodzaju prędkości znane z fizyki lub skądkolwiek są pochodnymi, a przyspieszenia są pochodnymi pochodnych, czyli drugimi pochodnymi.

10. Jednakże fala krytycyzmu w XIX wieku wyeliminowała z użycia nieskończenie małe. Nie znaleziono uzasadnienia dla rachunku na takich liczbach. Zamiast nich wprowadzono trudne, wymagające użycia wielu kwantyfikatorów, pojęcia granicy ciągu i granicy funkcji.

11. Głównie dla uściślenia pojęć matematycznych zasłużył się niemiecki matematyk Karl Weierstrass.

12. Również francuski matematyk Augustyn Cauchy, który jest kojarzony z tzw. epsilonowo-deltową definicją ciągłości funkcji przeszedł na ściślejsze wtedy definicje z użyciem kwantyfikatorów, porzucając nieskończenie małe, których wcześniej używał.

13. Ta sytuacja trwała do 1966 roku, kiedy to Abraham Robinson, Żyd pochodzący z Wałbrzycha, który wyemigrował do Ameryki,  opublikował, jako owoc kilkuletnich badań, swoją książkę „Non-standard Analysis”. Robinson był logikiem matematycznym specjalizującym się w jednym z jej działów: teorii modeli.

14. Okazało się, że nieskończenie małe i nieskończenie wielkie mogą być spokojnie używane w matematyce i można na nich wykonywać wszystkie operacje znane z tradycyjnej matematyki,  nawet operacje nieskończone!

15. Powstała w ten sposób nowa gałąź matematyki – analiza niestandardowa. Daje ona nowe spojrzenie na całą matematykę.

16. Już w pierwszym dziesięcioleciu po powstaniu analizy niestandardowej powstało wiele jej zastosowań. Na przykład w tak zwanej analizie funkcjonalnej (zajmującej się przestrzeniami funkcji) matematyk amerykański W. Luxemburg zastosował w 1969 roku tzw. otoczki niestandardowe. Pozwoliło to rozwiązać pewne trudne problemy z teorii przestrzeni Banacha i operatorów na takich przestrzeniach.

17. W 1970 roku matematyk amerykański Peter Loeb wprowadził do użycia matematycznego nowego rodzaju miary, czyli odwzorowania uogólniające pojęcia objętości, pola powierzchni, czy ilości elementów w zbiorze. Te nowe miary zostały nazwane miarami Loeba.

18. W 1975 roku A. Robinson ze swoim współpracownikiem Brownem wprowadzili do rozważań z teorii rynku tak zwane niestandardowe ekonomie. Ponieważ w ekonomii stosuje się opis probabilistyczny, w użyciu jest teoria miary. Okazuje się, że tradycyjne miary Lebesque’a są niewygodne z pewnych punktów widzenia. Dzięki analizie niestandardowej można używać innych miar np. na tak zwanych zbiorach hiperskończonych. W powiązaniu z ideą miary Loeba otrzymujemy wygodne narzędzia matematyczne. W szczególności jeśli mówimy o modelu rynku z wieloma uczestnikami (agentami), z których każdy ma niewielki wpływ na cały rynek, to możemy przybliżyć tę sytuację modelem, w którym liczba agentów jest hiperskończona, czyli nieskończona, ale mająca własności liczby skończonej.

19.   Również znane z fizyki ruchy Browna lepiej opisuje się przy użyciu analizy niestandardowej.  Taki opis zaproponował w 1976 roku amerykański ekonomista Robert Anderson.

20. Analiza niestandardowa trafiła w niektórych miejscach jeśli nie pod strzechy, to do programów nauczania matematyki. W 1976 roku amerykański matematyk H. Keisler opublikował podręcznik „Rachunek elementarny, podejście z użyciem nieskończenie małych”, który dziś już każdy może sobie skopiować ze strony WWW (o podanym adresie). Zawiera ona materiał matematyki szkolnej i pierwszych lat studiów z niestandardowego punktu widzenia.

21. W niektórych miejscach w USA wprowadzono analizę niestandardową do wybranych uczelni, a nawet do klas eksperymentalnych niektórych szkół średnich. Zasłużyła się w tym pewna zakonnica, siostra Kathleen Sullivan, która w latach 1972-74 prowadziła lekcje w pięciu szkołach według dwusemestralnego kursu napisanego przez Keislera, którego wcześniejsze wersje wyszły w latach 1969, 1971.

22. Matematycy bardzo lubią aksjomatyzować swoje teorie. Aksjomatyzacja polega na wyborze grupy podstawowych tez teorii, a wszystkie inne maja być już logicznymi konsekwencjami tych wybranych aksjomatów. Analiza niestandardowa doczekała się pierwszej swojej aksjomatyzacji w roku 1977 zaproponowanej przez współczesnego matematyka amerykańskiego Edwarda Nelsona. Nelson nazwał swoją teorię Internal Set Theory, co można przetłumaczyć na: Teoria Zbiorów Wewnętrznych.

23. Oto E. Nelson.

24. W 1980 roku fizyk szwedzki Leif Arkeryd użył analizy niestandardowej w rozważaniach o kinetycznej teorii gazów i równaniu Boltzmanna. Wielu innych autorów zaczęło używać analizy niestandardowej w fizyce matematycznej i ekonomii matematycznej.

25. Również sama analiza niestandardowa się rozwija.  Oto tytułowe strony dwóch przykładowych prac matematycznych. Autorem pierwszej  o tytule, tłumacząc na polski, „Siła analizy niestandardowej”  jest Keisler. Autorem drugiej jest inny amerykański matematyk Jin. Tytuł pracy to „Lepsze uniwersa niestandardowe z zastosowaniami”.

26. Przepraszam za małe obrazki niektórych książek, tylko takie udało mi się zdobyć. Może przetłumaczę tytuły książek: „Teoria modeli procesów stochastycznych”, „Analiza niestandardowa dla pracującego matematyka”,  „Optymalizacja i analiza niestandardowa” , „Postępy w matematyce niestandardowej”.

27. Następna książka „Rachunek nieskończenie małych”.

28. Kolejna „Stosowana analiza niestandardowa”.

29. Dalej „Analiza niestandardowa”.

30. Cztery kolejne książki to: „Analiza niestandardowa w praktyce”, „Hipermodele w matematycznej nauce o finansach”, „Miary Loeba w praktyce: ostatnie zdobycze”, „Analiza niestandardowa aksjomatycznie”

31. Kolejne  tytuły to: „Elementarny podręcznik analizy infinitezymalnej”, „Wykłady o liczbach hiperrzeczywistych”.

32. I tak dalej (przykłady można mnożyć).   

33. Jak się przekonać, czy liczby nieskończenie małe i nieskończenie duże istnieją? Stawiając dokładniej pytanie: jak się przekonać, że zbiory zawierające takie liczby istnieją??

34. Podobnie jak zbiory liczb całkowitych, wymiernych i rzeczywistych można skonstruować ze zbioru liczb naturalnych, tak zbiór liczb hiperrzeczywistych można skonstruować ze zbioru liczb rzeczywistych. To, co teraz przedstawię jest łatwiejszą wersją analizy niestandardowej. Bierzemy zbiór liczb rzeczywistych, a dokładniej nieskończenie wiele jego kopii i wykonujemy potęgowanie kartezjańskie, a później utożsamiamy niektóre elementy potęgi kartezjańskiej tworząc tak zwaną potęgę zredukowaną lub ultrapotęgę. Otrzymujemy zbiór, który można traktować jako nadzbiór zbioru liczb rzeczywistych, zawierający nowe elementy, z których niektóre są nieskończenie małe i niektóre są nieskończenie duże. Ważne jest to, że nowy zbiór ma prawie wszystkie własności, które miał zbiór liczb rzeczywistych.

35. Podobną konstrukcję możemy wykonać dla innych zbiorów liczbowych, tworząc zbiory liczb hipernaturalnych, hipercałkowitych, hiperwymiernych, hiperzespolonych, czy hiperkwaternionów. Najczęściej jednak mówi  się o liczbach hiperrzeczywistych  -- odpowiednikach liczb rzeczywistych. 

36. Własności zbioru liczb hiperrzeczywistych są analogiczne do własności zbioru liczb rzeczywistych. Liczby hiperrzeczywiste można porównywać, rozpoznawać liczby nieujemne (jako kwadraty). Niektóre z liczb hiperrzeczywistych utożsamiamy z liczbami hipercałkowitymi. Można mówić o ich dzielnikach, o liczbach pierwszych i tak dalej.

37. Prosta hiperrzeczywista to taka dłuższa i być może „tłustsza” prosta rzeczywista. Można ją podzielić na mniejsze podzbiory. Mówimy, że liczby różniące się o liczbę skończoną są w jednej galaktyce. Natomiast liczby różniące się o nieskończenie małą są w jednej monadzie. Nasza dłuższa prosta dzieli się więc na galaktyki, które dzielą się z kolei na monady.

38. Jest trochę podobnie jak w astronomii, gdzie wszechświat dzieli  się na galaktyki, a galaktyki na układy słoneczne.

39.  Jednak przysłowiowe astronomiczne odległości pomiędzy galaktykami w sensie fizycznym są skończone, a więc małe w porównaniu z odległościami pomiędzy naszymi galaktykami, które są naprawdę nieskończone.

40. Termin „monada” ma związek z filozofią Leibniza, który wierzył, że świat dzieli się na wiele malutkich cząstek zwanych monadami, a w każdej monadzie jest odbity cały wszechświat.

41. Przypomnijmy podstawowe fakty: „nowy wszechświat” dzieli się na nieskończenie wiele galaktyk, a każda galaktyka dzieli się na nieskończenie wiele monad. Liczby skończenie wielkie są w galaktyce zera, a monada zera składa się z nieskończenie małych.

42. Okazuje się, że monady, tak jak w filozofii Leibniza,  odbijają „cały wszechświat”, bo funkcja, która liczbie niezerowej przypisuje jej odwrotność przekształca wzajemnie jednoznacznie  monadę zera (bez samego zera) na wszystkie galaktyki z wyjątkiem galaktyki zera, czyli liczby nieskończenie małe na nieskończenie wielkie i na odwrót.

43. Przyjrzyjmy się galaktyce zera. W każdej z jej monad jest po jednej liczbie rzeczywistej. Można więc zdefiniować bardzo użyteczną funkcję st(), która liczbie hiperrzeczywistej skończonej wielkości r przypisuje liczbę rzeczywistą st(r), która jest w tej samej monadzie. Tę liczbę nazywamy częścią standardową liczby hiperrzeczywistej r.

44. Użyteczność funkcji części standardowej widać już w przypadku liczenia pola koła według pomysłu Archimedesa. Przybliżamy koło przez N-kąt foremny wpisany w to koło dla nieskończonego N. Wtedy różnica pola koła i pola N-kąta foremnego jest nieskończenia mała. Po wzięciu części standardowych (aby uzyskać wynik rzeczywisty) ta różnica pól znika.

45.  Podobne przybliżenia można konstruować przy liczeniu dowolnej całki. Innym zastosowaniem jest konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych ze zbioru liczb wymiernych (ogólnie jest to tak zwane uzupełnianie przestrzeni) : przechodzimy do zbioru liczb hiperwymiernych, zawężamy się do galaktyki zera, a następnie utożsamiamy elementy leżące w tej samej monadzie. Tę rodzinę monad można utożsamiać ze zbiorem liczb rzeczywistych.

46. Ci, którzy interesują się rachunkiem prawdopodobieństwa zapewne wiedzą, ze są dwa rodzaje rozkładów prawdopodobieństwa: ciągłe i dyskretne. Analiza niestandardowa pozwala zastąpić rozkłady ciągłe rozkładami dyskretnymi.

Niestandardowe podejście do rachunku prawdopodobieństwa zawarte jest w książce E. Nelsona „Radykalnie elementarna teoria prawdopodobieństwa” dostępnej w internecie.

47. Oto okładka wspomnianej książki (przepraszam za małe zdjęcie).

48. Ponieważ wiele zjawisk w świecie fizycznym lub np. ekonomicznym ma opis probabilistyczny, analiza niestandardowa pomaga w opisie tych zjawisk. Może to być nawet zachowanie się kursów na giełdzie. (Na rysunku widać zachowanie się indeksu WIG20 w dniu 08.06.2007 w godzinach od 9.31 do 13.46.) 

49. Teraz kolej na trudniejszą wersję analizy niestandardowej. Chcemy przenieść własności nie tylko samego zbioru liczb rzeczywistych na większy zbiór, ale również innych obiektów matematycznych, które można z tego zbioru skonstruować. Wystarczy zauważyć, że w konstrukcji takich obiektów wykorzystywane jest pojęcie zbioru potęgowego (zbioru wszystkich podzbiorów). I tak mamy w matematyce zbiory, zbiory zbiorów, zbiory zbiorów zbiorów, i tak dalej. Wszystkie one tworzą tak zwaną superstrukturę zbudowaną na przykład na zbiorze liczb rzeczywistych.

50. Okazuje się, że praktycznie wszystkie obiekty wykorzystywane w analizie matematycznej można zmieścić w tej hierarchii. W szczególności używane w analizie relacje i funkcje są elementami superstruktury.

51. Teraz trzeba wziąć odpowiednią ultrapotęgę tej superstruktury (zasłużył się tu polski logik Andrzej Mostowski). Otrzymujemy „nowy wszechświat” zwany niestandardowym, w którym są obiekty trzech rodzajów: standardowe, wewnętrzne niestandardowe  i zewnętrzne.

52. Obiekty standardowe to odpowiedniki obiektów starej superstruktury, starego wszechświata.

Obiekty niestandardowe wewnętrzne to nowe obiekty (jak na przykład nieskończenie małe i nieskończenie duże), których własności są analogiczne do własności obiektów standardowych. 

Obiekty zewnętrzne to nowe obiekty, których własności odbiegają od własności obiektów starego świata. Pomimo tego istnienie obiektów zewnętrznych może być bardzo użyteczne.

Funkcja części standardowej st() jest zewnętrzna!

53. Na przykład obiektami niestandardowymi wewnętrznymi są „nowe”, a więc nieskończone liczby hipernaturalne. Z kolei sam zbiór liczb naturalnych jako podzbiór zbioru liczb hipernaturalnych jest zewnętrzny!

54.  Analiza niestandardowa pozwala w ogólności na uproszczenie wielu pojęć w matematyce lub znalezienie prostszych dowodów skomplikowanych twierdzeń.

Na przykład skomplikowane pojęcie ciągłości funkcji możemy uprościć tak:

funkcja f jest ciągła jeśli nie rozrywa monad, czyli jeśli dwa jej argumenty są w jednej monadzie, to ich obrazy też są w jednej monadzie.

55. Pewne pojęcia ulegają modyfikacji. Pamiętamy ze szkoły, że nieskończony szereg geometryczny o początkowym wyrazie jeden i ilorazie jedna druga ma sumę dwa. Wyrazy tego szeregu są numerowane liczbami naturalnymi.

56. W świecie niestandardowym nie ma sensu suma szeregu numerowanego liczbami naturalnymi (ten zbiór jest zewnętrzny), ale ma sens suma szeregu geometrycznego indeksowanego liczbami hipernaturalnymi. Suma szeregu znów wynosi dwa, bo własności „nowego świata” są analogiczne do własności „starego świata”.

57. Ważną cechą analizy niestandardowej jest istnienie zbiorów hiperskończonych, których liczba elementów jest (być może nieskończoną) liczbą hipernaturalną. Takie zbiory, patrząc tradycyjnie, mogą być nieskończone, lecz mają własności zbiorów skończonych, zatem można wykorzystywać twierdzenia dotyczące zbiorów skończonych. Na przykład możemy podzielić odcinek jednostkowy na nieskończenie  ale hiperskończenie wiele małych przedzialików.

58. W ten sposób można liczyć wszelkie wielkości związane z pojęciem całki jak np. pola i objętości z dokładnością do nieskończenie małej, a następnie skorzystać z funkcji st(), aby uzyskać dokładne, rzeczywiste wyniki.

59. To, co dotąd przedstawiałem było podejściem konstrukcyjnym wprowadzonym przez A. Robinsona. Teraz chciałbym powiedzieć coś o podejściu aksjomatycznym Nelsona.

W IST zakładamy, że nie trzeba konstruować nowego świata, bo był on od zawsze obecny. Istnieją w nim obiekty standardowe i niestandardowe wewnętrzne. Zaś obiekty zewnętrzne nie mają istnienia w IST.

60. Ponieważ możemy założyć, że wszystkie obiekty matematyczne są zbiorami, wystarcza zmodyfikować aksjomaty teorii mnogości, czyli teorii zbiorów.  Dodaje się trzy aksjomaty mówiące jak sie posługiwać nowym pojęciem „standardowy”. Mamy więc świat z dwoma rodzajami obiektów: standardowymi i niestandardowymi. Aksjomaty IST w szczególności mówią, że każdy zbiór nieskończony ma elementy niestandardowe.

Być może najciekawszą konsekwencją tych aksjomatów jest twierdzenie, że wszystkie elementy standardowe dowolnego zbioru należą do pewnego jego hiperskończonego podzbioru.

61. Przy tym przedrostek hiper- jest w IST zbędny. Teraz bowiem słowo skończony znaczy tyle, co  „hiperskończony” w podejściu konstrukcyjnym. Natomiast zbiory skończone „starego świata” (składające się tylko z obiektów standardowych) nazywa się zbiorami skończonymi standardowymi.

62. Dzięki analizie niestandardowej możemy łatwo przechodzić od nieskończoności do skończoności i na odwrót. Służą temu między innymi zbiory hiperskończone. Ich użycie jest ważne w wielu zastosowaniach.

63. Analiza niestandardowa jest bardzo młodą dziedziną matematyki i jej najlepsze czasy z pewnością są przed nami. Każde z nas może się do tego przyczynić!

64. Jeden z najwybitniejszych logików matematycznych Kurt Gödel powiedział:

„Są powody wierzyć, że analiza niestandardowa w tej czy innej wersji, będzie analizą przyszłości.”  

65. A oto zdjęcie Gödla z Albertem Einsteinem.

66. Dziękuję bardzo Państwu za uwagę!

