
Tadeusz Sozañski

Paradoksy preferencji grupowych: twierdzenia Arrowa i Sena

Notatka dla s³uchaczy kursu

Teoria gier i decyzji z elementami teorii wyboru spo³ecznego

Maj 1993 – Maj 2004

Profile preferencji

1 mNiech X={x ,…,x } oznacza zbiór opcji (zwanych te¿ „alternatywami spo³ecznymi”), zaœ N={1,…,n}
zbiór decydentów (lub, przy drugiej interpretacji, zbiór kryteriów, które jeden decydent stosuje do
oceny opcji). Zbiór relacji preferencji na X oznaczmy R; R0R wtedy i tylko wtedy, z definicji, gdy
relacja R jest zwrotna (xRx), przechodnia (xRy i yRz poci¹ga za sob¹ xRz) i spójna (xRy lub yRx).
Niech P i I oznaczaj¹ odpowiednio podyktowane przez R relacje preferencji œcis³ej (xPy wtedy i tylko
wtedy gdy xRy i -yRx) i indyferencji (xIy wtedy i tylko wtedy gdy xRy i yRx).

Przyk³ad. Niech X = {x,y,z}. Zbiór R ma wtedy 13 elementów. S¹ to relacje, które mo¿na
zanotowaæ nastêpuj¹co

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13R R R R R R R R R R R R R

x x y y z z  x  y  z x-y x-z y-z x-y-z

y z x z x y y-z x-z x-y  z  y  x

z y z x y x

1 1 1Dla R  mamy xP y, yP z (opcja x jest przedk³adana ponad y, a y ponad z), a z przechodnioœci

1 1 7 7 7xP z. Relacja indyferencji I  zachodzi tylko miêdzy elementami identycznymi. W R  mamy xP y i xP z

7(x jest lepsze od y i z) oraz yI z (opcje y i z s¹ jednakowo dobre).

Za³ó¿my, ¿e zbiór N ma conajmniej dwa elementy (n$2). Profilem preferencji indywidualnych w

1 n izbiorze N nazywamy ka¿d¹ uporz¹dkowan¹ n-tkê (R ,…,R ) elementów R. Relacjê R  (nie myliæ z
oznaczeniami zastosowanymi w przyk³adzie) interpretujemy jako relacjê preferencji, któr¹ pos³uguje
siê i-ty decydent porównuj¹c opcje ze zbioru X (lub relacjê odpowiadaj¹c¹ i-temu kryterium oceny
opcji stosowanemu przez jednego decydenta). Zbiór profili oznaczmy R . Dla n=2 zbiór ten liczy wiêcn

13@13=169 elementów.
Niech zbiór D  oznacza niepusty podzbiór R  z³o¿ony z profili okreœlonych jako dopuszczalne, czylin

te które teoretycznie mog¹ pojawiæ siê w grupie N. Zbiór D mo¿e zawieraæ profile, w których
wystêpuje konflikt preferencji. Dla przyk³adu za³ó¿my, ¿e N={1,2,3}, X={x,y,z}. Rozwa¿my nastêpuj¹cy
profil.

1 2 3R R R

x y z
y z x
z x y

Mamy zatem trzy osoby, z których ka¿da na pierwszym miejscu stawia inn¹ opcjê. Powstaje pytanie
jak skonstruowaæ wspóln¹ dla trójosobowej grupy relacjê opisuj¹c¹ kompromisowy sposób
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wartoœciowania tych opcji przez grupê jako ca³oœæ, umo¿liwiaj¹cy te¿ grupie wybranie najlepszego
elementu spoœród elementów danego podzbioru Y zbioru X. Z pozoru najw³aœciwszym rozwi¹zaniem
wydaje siê zastosowanie regu³y zwyk³ej wiêkszoœci do porównywania opcji parami. Zauwa¿my, ¿e
dwie osoby (1 i 3) wol¹ x od y, jak równie¿ dwie osoby (1 i 2) wol¹ y od z, a zatem grupa powinna
przedk³adaæ opcjê x nad y, a y nad z. Jeœli okreœlona w ten sposób relacja mia³aby byæ przechodnia,
wówczas trójka powinna przedk³adaæ x nad z. Tymczasem jest odwrotnie, bo dwie osoby (2 i 3) wol¹
z od x. Fakt ten pierwszy zauwa¿y³ markiz Antoine de Condorcet (odkry³by mo¿e jeszcze inne fakty,
lecz w 1794 roku pad³ ofiar¹ jakobiñskiego terroru).

Funkcja spo³ecznego dobrobytu

Jeœli relacja preferencji przypisana grupie ma mieæ te same w³asnoœci co relacja wyra¿aj¹ca
wartoœciowanie jednostki, a wiêc w szczególnoœci ma byæ przechodnia, wówczas regu³a zwyk³ej
wiêkszoœci nie spe³nia swojego zadania. Kenneth Arrow, autor Social Choice and Individual Values
(1951), uzna³, ¿e wartoœciowanie grupowe powinno byæ przechodnie, co oznacza, ¿e rozwi¹zaniem
problemu mo¿e byæ jedynie funkcja, która ka¿demu dopuszczalnemu profilowi przypisuje jak¹œ relacjê
preferencji na zbiorze X, a wiêc z za³o¿enia relacjê przechodni¹.

Funkcjê postaci F:D )<R  Arrow nazwa³ funkcj¹ spo³ecznego dobrobytu (social welfare function).

1 n 1 nRelacja R=F(R ,…,R ) przyporz¹dkowana dopuszczalnemu profilowi (R ,…,R ) interpretowana jest
jako sposób wartoœciowania opcji, który powinna zastosowaæ grupa, jeœli jej cz³onkowie indywidualnie

1 noceniaj¹ opcje pos³uguj¹c siê odpowiednio relacjami R ,…,R . Przedmiotem badañ Arrowa by³y
warunki, jakie powinny spe³niaæ ka¿da „demokratyczna” funkcja spo³ecznego dobrobytu. G³ówne
twierdzenie, które zostanie ni¿ej przedstawione, stwierdza niemo¿noœæ pogodzenia ze sob¹ kilku
postulatów, które z osobna wziête wydaj¹ siê „rozs¹dne”. Pierwszym takim postulatem jest ¿¹danie,
by regu³a wyznaczania preferencji grupowej mia³a najszerszy mo¿liwy zakres stosowalnoœci. Postulat
ten oznaczymy numerem 0, gdy¿ jest najbardziej elementarny; wyznacza on jedynie dziedzinê funkcji
F i nie przes¹dza sposobu jej okreœlenia.

Postulat 0 (nieograniczonoœæ dziedziny).

D=R .n

Postulat ten g³osi, ¿e dopuszczalny jest ka¿dy profil preferencji indywidualnych.

Niezale¿noœæ od alternatyw nieistotnych

Do sformu³owania nastêpnych postulatów bêd¹ potrzebne dalsze definicje. Niech Y  bêdzie niepustym
podzbiorem zbioru opcji X (i�YdX) in niech R i R' bêd¹ dwoma relacjami preferencji na X (R, R'0R).

Definicja 1 (zgodnoœci relacji i profili na podzbiorze opcji)

x,y0YR i R' s¹ zgodne na Y wtedy i tylko wtedy, gdy  � : xRy]xR'y

1 n 1 n i iDwa profile (R ,…,R ), (R' ,…,R' ) s¹ zgodne na Y wtedy i tylko wtedy, gdy R  i R'  s¹ zgodne na
Y dla i=1,…,n.

Przypuœmy np. ¿e dwa profile opisuj¹ oceny poszczególnych cz³onków grupy w wyra¿one w dwu
kolejnych badaniach. Zgodnoœæ na Y oznacza, ¿e ka¿dy cz³onek grupy zachowa³ swoje poprzednie
uporz¹dkowamie elementów zbioru Y. Ewentualne ró¿nice mog³y siê pojawiæ jedynie przy
porównywaniu opcji nale¿¹cych do zbioru Y z pozosta³ymi opcjami (elementami X-Y) oraz przy
porównywaniu miêdzy sob¹ opcji spoza Y. Wydaje siê naturalne ¿¹daæ, by w takiej sytuacji grupa jako
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ca³oœæ zachowa³a siê tak jak poszczególni cz³onkowie, tzn. nie zmienia³a wartoœciowania elementów
Y.

Postulat 1 (niezale¿noœæ od alternatyw nieistotnych).

Dla dowolnego niepustego podzbioru Y zbioru X, jeœli dowolne dwa dopuszczalne profile

1 n 1 n 1 n(R ,…,R ), (R' ,…,R' ) s¹ zgodne na Y to odpowiadaj¹ce im relacje grupowe R=F(R ,…,R ) i

1 nR'=F(R' ,…,R' ) s¹ tak¿e zgodne na Y.

W szczególnoœci zbiór Y mo¿e mieæ postaæ {x,y}. Postulat niezale¿noœci od alternatyw
nieistotnych (mówi siê te¿ „niezwi¹zanych”, ang. independence of irrelevant alternatives) oznacza
wówczas, ¿e dla dowolnych dwu ró¿nych opcji x i y  to, czy grupa woli x od y, zale¿y wy³¹cznie od
tego, jak wygl¹daj¹ preferencje poszczególnych cz³onków grupy w odniesieniu do tych dwu
elementów bez wzglêdu na kontekst. Nieistotne jest zatem jak dane dwa elementy mieszcz¹ siê w
ogólnej hierarchii wartoœci danego decydenta, lecz jedynie to, która z nich dwu jest dlañ lepsza.

Demokracja

Kolejny postulat uwa¿any jest równie¿ za „rozs¹dny”. Idzie w  nim o to, by „demokratycznie”
uzgodniona preferencja grupy maksymalnie wyra¿a³a preferencje indywiduów i by³a wra¿liwa na
zmianê „uk³adu si³”, tzn. jeœli wiêcej osób indywidualnie opowie siê za jak¹œ opcj¹ przeciw innej opcji
to opinia grupy jako ca³oœci powinna przechyliæ siê w tê sam¹ stronê. Jeœli przy pewnym profilu
preferencji indywidualnych grupa woli x od y, to preferencja grupowa dla tej pary opcji nie ulegnie
odwróceniu, gdy wzroœnie poparcie dla x, tzn. gdy profil ten zmieni siê tak, ¿e wiêcej osób bêdzie
wola³o x od y. Bardziej formalnie wyra¿a to nastêpuj¹ca definicja. Niech R,R'0R.

Definicja 2 (demokratycznego poparcia)

W R' jest nie mniejsze poparcie dla x przeciw y ni¿ w R wtedy i tylko wtedy, gdy zachodz¹ dwie
implikacje

xPyYxP'y
xIyY(xI'y lub xP'y)

Jeœli zatem wed³ug relacji R opcja x jest lepsza od y, to tak¿e wed³ug relacji R' opcja x jest lepsza
od y. Jeœli zaœ wed³ug relacji R opcje x i y s¹ jednakowo dobre, to wed³ug relacji R' jest tak samo lub
opcja x jest uwa¿ana za lepsz¹ od y. Zauwa¿my, ¿e jeœli wed³ug relacji R opcja y jest gorsza od x
(yPx), to poprzednik obu implikacji jest fa³szywy, a zatem bez wzglêdu na to jak wartoœciowane s¹
opcje x i y wed³ug relacji R', w R' jest nie mniejsze poparcie dla x przeciw y ni¿ w R.

Jeœli relacje R i R' przypisane s¹ jednej osobie, wówczas stosunek miêdzy nimi opisuje
ewentualn¹ zmianê pogl¹dów jednostki id¹c¹ w okreœlonym kierunku. Jeœli dana osoba wola³a x od
y, to zmiany nie ma, musi nadal przedk³adaæ x nad y. Jeœli osoba ta by³a pocz¹tkowo indyferentna,
mo¿e pozostaæ taka, jeœli jednak zmieni zdanie, to bêdzie to uznanie x za opcjê lepsza od y. Jeœli
wola³a y od x, wszelka zmiana (na indyferencjê lub przeciwn¹ preferencjê) daje przewagê x. Kolejny
postulat powiada, ¿e jeœli zmiana w tym samym kierunku zachodzi u ka¿dej osoby (niekoniecznie
zmiana musi byæ jednakowo radykalna u wszystkich), wówczas preferencja grupowa odpowiadaj¹ca
nowemu profilowi powinna to odzwierciedlaæ.

Postulat 2 (demokratyczne okreœlanie preferencji zbiorowych)

iDla ka¿dej uporz¹dkowanej pary opcji (x,y): jeœli dla ka¿dego i poparcie dla x przeciw y w R'  jest
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i 1 nnie mniejsze ni¿ w R , to w R'=F(R' ,…,R' ) jest nie mniejsze poparcie dla x przeciw y ni¿ w

1 nR=F(R ,…,R ).

Postulat  ten formalnie oddaje istotn¹ cechê ³adu demokratycznego. Grupa powinna iœæ za g³osem
swoich cz³onków, czy jednak mo¿e uchwaliæ dowoln¹ hierarchiê wartoœci, jeœli tylko znajdzie siê dla
niej wystarczaj¹ce „spo³eczne poparcie”? 

Suwerennoœæ grupy

Zasadê „suwerennoœci ludu” tak¿e uwa¿a siê za istotny sk³adnik demokracji. Aby nadaæ formalny
sens pojêciu suwerennoœci w kontekœcie teorii Arrowa, musimy podaæ dalsze definicje. Niech M
bêdzie podzbiorem zbioru decydentów N (niekoniecznie niepustym), a (x,y) uporz¹dkowan¹ par¹
ró¿nych opcji.

Definicja 3 (zbioru rozstrzygaj¹cego)

M nazywa siê zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x przeciw y ze wzglêdu na funkcjê spo³ecznego

(R1,…,Rn)0D i0N idobrobytu F wtedy i tylko wtedy, gdy �  (�  (i0MYxP y)YxPy), gdzie P odpowiada

1 nR=F(R ,…,R )

Definicja ta oznacza, ¿e jeœli wszyscy cz³onkowie zbioru M  wol¹ x od y, to s¹ w stanie narzuciæ
grupie N jako ca³oœci swój wybór. Tak¿e wtedy, gdy pozostali decydenci maj¹ wszyscy dok³adnie

i iodwrotne preferencje, tzn. jeœli mamy do czynienia z profilem takim, ¿e xP y dla i0M i yP x dla i0N!M.
Dla regu³y F wra¿liwej na preferencje indywidualne (czyli spe³niaj¹cej postulat 2), aby sprawdziæ, czy
jakiœ zbiór jest rozstrzygaj¹cy dla x przeciw y, wystarczy sprawdziæ tylko profile o takiej
spolaryzowanej postaci.

W definicji 3 dopuszczamy tak¿e przypadek, gdy zbiór rozstrzygaj¹cy dla x przeciw y jest pusty.
Mamy wówczas xPy dla ka¿dego dopuszczalnego profilu, a jeœli przyjmiemy postulat 0 dopuszczaj¹cy
wszystkie mo¿liwe profile, to wybór grupowy xPy musia³by mieæ miejsce tak¿e wtedy, gdy dla ka¿dego

ii0N mamy yP x. Jeœli chcemy unikn¹æ takiej sytuacji (x zostaje uznane za lepsze od y, np. ze
wzglêdów etycznych, chocia¿ wszyscy wol¹ y od x) musimy na³o¿yæ na funkcjê F dodatkowe
ograniczenie.

Postulat 3 (nieograniczona suwerennoœæ grupy)

1 nDla ka¿dych ró¿nych x,y0X istnieje profil (R ,…,R )0D taki, ¿e xPy, gdzie P odpowiada

1 nR=F(R ,…,R )

Postulat ten g³osi, ¿e dla dowolnych dwu ró¿nych opcji istnieje dopuszczalny profil taki, ¿e
odpowiadaj¹ca mu relacja grupowa uznaje pierwsz¹ opcjê za lepsz¹ od drugiej. Równowa¿nie: nie
istniej¹ ró¿ne opcje x i y takie, ¿e zbiór pusty jest rozstrzygaj¹cy dla x przeciw  y, czyli x by³oby
zawsze przedk³adane nad y niezale¿nie od zró¿nicowania pogl¹dów w grupie. Suwerennoœæ
scharakteryzowana za pomoc¹ postulatu 3 nie jest niczym ograniczona, grupa mo¿e uznaæ, ¿e x jest
lepsze od y lub y jest lepsze od y. ¯adne rozwi¹zanie nie mo¿e byæ grupie narzucone z góry (przez
wolê jednostkow¹ lub jak¹œ normê moraln¹). Aby zosta³o wybrane, wystarczy jedynie wytworzenie
siê odpowiedniego profilu preferencji indywidualnych.

Jeœli funkcja F spe³nia postulaty 2 i 3, wówczas ca³a grupa jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla
ka¿dej opcji x przeciw ka¿dej innej opcji y. Wniosek ten, formu³owany czêsto jako osobny postulat,
zwany postulatem albo warunkiem Pareto, uwa¿a siê tak¿e za fundamentalny dla rozumienia
demokracji.
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Postulat demokracji Pareto (poszanowanie jednomyœlnoœci)

1 n iDla ka¿dych dwu ró¿nych x,y0X i ka¿dego (R ,…,R )0D, (xP y dla i=1,…,n Y xPy)

Inaczej mówi¹c, jeœli ka¿dy cz³onek grupy woli x od y, to grupa jako ca³oœæ musi respektowaæ tê
powszechn¹ zgodê.

Udowodnimy teraz, ¿e warunek Pareto rzeczywiœcie wynika z postulatów 2 i 3. Niech x i y bêd¹

1 n idwoma ró¿nymi opcjami, zaœ (R ,…,R ) dowolnym profilem takim, ¿e xP y dla ka¿dego i. Profil ten

1 n ima tê w³asnoœæ, ¿e dla ka¿dego profilu (R' ,…,R' ) y ma przeciw x w ka¿dej relacji R'  niemniejsze

i 1 npoparcie ni¿ w relacji R . Postulat 2 implikuje zatem, ¿e w R'=F(R' ,…,R' ) jest nie mniejsze poparcie

1 ndla y przeciw x ni¿ w R=F(R ,…,R ).  Mamy wykazaæ, ¿e xPy. Dla dowodu nie wprost przypuœæmy
najpierw, ¿e yPx. Poniewa¿ w R' jest niemniejsze poparcie dla y przeciw x ni¿ w R, wiêc musi byæ
yP'x. Profil, któremu funkcja F przypisuje relacjê R', by³ jednak dowolnie dobranym profilem
dopuszczalnym, a wiêc konkludujemy, ¿e yP'x dla ka¿dego profilu w D, co jest sprzeczne z
postulatem 3. Z kolei przypuœæmy, ¿e yIx (przypomnijmy, ¿e s¹ trzy mo¿liwoœci: xPy, xP y, czyli yPx,*
oraz xIy równowa¿ne yIx; aby udowodniæ, ¿e zachodzi pierwsza mo¿liwoœæ, musimy wykazaæ, ¿e
pozosta³e dwie prowadz¹ do sprzecznoœci). Wynika st¹d (w zwi¹zku z niemniejszym poparciem dla
y przeciw x w R' ni¿ w R), ¿e yI'x lub yP'x. Nie ma wiêc takiego profilu, dla którego xP'y wbrew
postulatowi 3.

Zauwa¿my jeszcze, ¿e postulat nieograniczonej suwerennoœci grupy daje siê wyprowadziæ z
postulatu Pareto i postulatu nieograniczonoœci dziedziny. Istotnie, nieograniczonoœæ dziedziny

ioznacza, ¿e profil preferencji taki ¿e xP y dla i=1,…,n jest dopuszczalny, a postulat Pareto implikuje
z kolei, ¿e dla tego profilu musi byæ xPy.

Paradoks Arrowa

Wszystkie cztery postulaty (0-3) wydaj¹ siê rozs¹dne jako formalne wymogi, jakie powinna spe³niaæ
„demokratyczna” procedura wyprowadzania wartoœciowania spo³ecznego z indywidualnych ocen.
Rzecz w tym, ¿e ³¹cznie implikuj¹ one zaprzeczenie demokracji, czyli dyktaturê, jeœli tylko zbiór opcji
ma co najmniej 3 elementy. Na tym w³aœnie polega s³ynny paradoks odkryty przez Arrowa.

Dyktator to jednoelementowy zbiór rozstrzygaj¹cy dla ka¿dej uporz¹dkowanej pary opcji.
Formalna definicja wygl¹da nastêpuj¹co.

Definicja 4 (dyktatury)

Osoba i nazywa siê dyktatorem ze wzglêdu na F wtedy i tylko wtedy, gdy {i} jest zbiorem
rozstrzygaj¹cym dla ka¿dej opcji x przeciw ka¿dej innej opcji y.

Funkcja spo³ecznego dobrobytu F nazywa siê dyktatorsk¹ wtedy i tylko wtedy, gdy w grupie N
istnieje osoba i bêd¹ca dyktatorem ze wzglêdu na F.

Tak wiêc, jeœli i jest dyktatorem, to dla dowolnych dwu ró¿nych opcji x i y i dowolnego profilu

1 n i 1 n(R ,…,R ) st¹d, ¿e xP y, wynika, ¿e xPy, gdzie P pochodzi od R=F(R ,…,R ). Dyktatura oznacza, ¿e
niezale¿nie od zapatrywañ wszystkich osób wyj¹wszy i-t¹, grupa zawsze (przy porównaniu ka¿dej
pary opcji) zmuszona jest moc¹ regu³y przyj¹æ punkt widzenia jednej i zawsze tej samej osoby. £atwo
wykazaæ, ¿e jeœli grupa ma dyktatora, mo¿e nim byæ tylko jedna osoba. Poniewa¿ osoba ta rozstrzyga
ka¿dy dylemat, dyktatura tak zdefiniowana zas³uguje na miano „totalitarnej”.

Twierdzenie 1 (Arrowa)

Jeœli m$3, to dowolna funkcja spo³ecznego dobrobytu F spe³niaj¹ca postulaty 0, 1,2 i 3 jest
dyktatorska.
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W równowa¿nym sformu³owaniu twierdzenie Arrowa g³osi, ¿e przy m$3 postulaty 0-3 oraz postulat
4 – wykluczenia dyktatury – s¹ ze sob¹ sprzeczne. W literaturze spotyka siê czêsto inny wariant
twierdzenia Arrowa, w którym zamiast postulatów 2 (demokracji) i 3 (suwerennoœci) wystêpuje
postulat Pareto. Paradoksalnoœæ tego wyniku jest jeszcze bardziej uderzaj¹ca. Oto bowiem trzy
naturalne warunki, nieograniczonoœæ zakresu stosowalnoœci demokratycznej procedury,
przetwarzanie indywidualnych hierarchii wartoœci na hierachiê grupow¹ w sposób „lokalny”, oraz
postulat poszanowania jednomyœlnoœci, daj¹ siê pogodziæ tylko wtedy, gdy cz³onkowie grupy
podporz¹dkuj¹ siê dyktatorowi.

Dowód twierdzenia Arrowa

Dowód twierdzenia (oparty na podanym w ksi¹¿ce Luce'a i Raiffy Gry i decyzje) jest elementarny,
aczkolwiek nieco ¿mudny. Osoby mniej zainteresowane wywodami matematycznymi a bardziej
„ideologicznymi” implikacjami twierdzenia Arrowa mog¹ go pomin¹æ.

Niech M oznacza minimalny podzbiór zbioru N, bêd¹cy zbiorem rozstrzygaj¹cym dla pewnego x
przeciw pewnemu y�x. Minimalnoœæ oznacza, ¿e ¿aden w³aœciwy podzbiór M' zbioru M nie ma ju¿ tej
w³asnoœci, tzn. nie istniej¹ ró¿ne miêdzy sob¹ opcje x' i y' takie, ¿e M' jest rozstrzygaj¹cy dla x'
przeciw y'. Zbiór N na mocy postulatu Pareto (wyprowadzonego wczeœniej z postulatów 2 i 3) jest
rozstrzygaj¹cy dla ka¿dego x przeciw ka¿demu y, posiada wiêc (z nadmiarem) ¿¹dan¹ w³asnoœæ, nie
musi byæ wszak¿e minimalny. Jeœli nie jest, zbiór M konstruujemy, usuwaj¹c z N kolejne elementy,
a¿ dostaniemy zbiór, który nie bêdzie ju¿ rozstrzygaj¹cy dla ¿adnej opcji przeciw innej opcji. Zbiór M
nie mo¿e byæ pusty, bo w przeciwnym wypadku pogwa³cony by³by postulat 3 (nieograniczonej
suwerennoœci grupy).

Przypuœæmy, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x przeciw y, gdzie x i y s¹ dwoma ró¿nymi
ustalonymi opcjami. Najpierw poka¿emy, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym nie tylko dla x przeciw
y, ale dla ka¿dej opcji przeciw ka¿dej innej opcji. Gdy to zostanie dowiedzione, udowodnimy z kolei,
¿e zbiór M musi byæ jednoelementowy, co oznacza dyktaturê.

Zaczniemy od dowodu, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla ustalonego x przeciw ka¿demu x'
ró¿nemu od x. Jeœli x'=y, wynika to z za³o¿enia o M. Pozostaje wiêc zbadaæ przypadek x'�y.

iRozwa¿my dowolny profil taki, ¿e xP x' dla ka¿dego i0M. Mamy wykazaæ, ¿e xPx', czyli ca³a grupa
przejmuje punkt widzenia podgrupy M. Dodatkowo mo¿emy za³o¿yæ, ¿e rozwa¿any profil spe³nia

iwarunek x'P x dla ka¿dego i0N-M. Jeœli bowiem dla takiego profilu udowodnimy, ¿e xPx', to z uwagi

ina postulat 2, to samo otrzymamy dla ka¿dego profilu takiego, ¿e xP x' dla ka¿dego i0M, gdy¿ w
ka¿dym takim profilu poparcie dla x przeciw x' jest niemniejsze ni¿ w profilu, w którym wszyscy
cz³onkowie N-M wol¹ x' od x. Ponadto, z uwagi na postulat 1 (niezale¿noœæ od alternatyw nieistotnych;
w tym przypadku istotne s¹ tylko x i x') profil postaci [wszyscy w M za x przeciw x', wszyscy w N-M
za x' przeciw x] mo¿na wyposa¿yæ w dodatkowe w³asnoœci, zak³adaj¹c w szczególnoœci, ¿e opcja y
jest po³o¿ona w szczególny sposób w stosunku do opcji x i x'. Postulat nieograniczonoœci dziedziny
gwarantuje nam, ¿e wszystkie profile, skonstruowane na poszczególnych etapach dowodu s¹
dopuszczalne. Profil potrzebny nam teraz bêdzie mia³ postaæ nastêpuj¹c¹.

M N-M

x  y
y  x'
x'  x

Powy¿szy zapis oznacza, ¿e wszyscy cz³onkowie podgrupy M maj¹ identyczne preferencje, i to samo
zak³ada siê o cz³onkach podgrupy N-M. Ponadto zaznaczono jedynie preferencje w obrêbie zbioru
Y={x,y,x'}; wewn¹trz zbioru X-Y i miêdzy zbiorami Y i X-Y preferencje tak¿e musz¹ byæ jakoœ
okreœlone dla ka¿dej osoby, lecz na mocy postulatu 1 nie ma to wp³ywu na to jak relacja grupowa
odpowiadaj¹ca temu profilowi szereguje elementy zbioru Y.

iZauwa¿my ¿e yP x' dla ka¿dego i0N, a wiêc z warunku Pareto mamy yPx'. Zauwa¿my dalej, ¿e
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ixP y dla i0M, sk¹d z uwagi na to, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x przeciw y wynika, ¿e xPy.
Korzystamy teraz z przechodnioœci P, wnioskuj¹c z xPy i yPx', ¿e xPx'. W ten sposób dowiedliœmy,
¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x przeciw ka¿demu x'�x.

W nastêpnym kroku dowiedziemy, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla dowolnego x" przeciw

idowolnemu x', gdzie x' i x" s¹ dowolnymi opcjami ró¿nymi od x. Rozwa¿my profil taki, ¿e x"P x' dla

ika¿dego i0M i x'P x" dla ka¿dego i0N-M. Trzeba wykazaæ, ¿e x"Px'. Jak poprzednio skonstruujemy
profil z dodatkow¹ opcja, któr¹ teraz bêdzie x.

M N-M.

x"  x'
x  x"
x'  x

iDla profilu tego mamy x"P x dla ka¿dego i0N, a zatem x"Px z warunku Pareto. Z kolei odnotujmy, ¿e

idla ka¿dego i0M spe³niony jest warunek  xP x' Z udowodnionej wy¿ej rozstrzygalnoœci M dla x przeciw
dowolnemu x'�x wynika, ¿e xPx'. Z przechodnioœci P mamy x"Px'.

Aby zakoñczyæ dowód tego, ¿e M jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla ka¿dej opcji przeciw ka¿dej
innej opcji, nale¿y jeszcze rozwa¿yæ przypadek x" przeciw x, gdzie x" jest dowoln¹ opcj¹ ró¿n¹ od x.
W tym celu konstruuje siê nastêpuj¹cy profil

M N-M

x"  x'
x'  x
x  x"

z dodatkow¹ opcj¹ x' ró¿n¹ od x i x" i rozumowanie przebiega podobnie z wykorzystaniem warunku
Pareto, rozstrzygalnoœci dla przypadków rozwa¿anych wczeœniej oraz przechodnioœci P.

Do zakoñczenia dowodu twierdzenia Arrowa pozosta³o pokazanie, ¿e M jest zbiorem
jednoelementowym. Niech j bêdzie elementem M i niech M'=M-{j}. Dla dowodu nie wprost
przypuœæmy, ¿e zbiór M' jest niepusty. Utwórzmy profil

{j} M' N-M

 x z y
 y x  z
 z y  x

gdzie x, y i z s¹ dowolnymi trzema ró¿nymi elementami X (za³o¿yliœmy, ¿e zbiór X zawiera co najmniej

i3 opcje). Mamy teraz xP y dla ka¿dego i0M={j}cM', a st¹d xPy, poniewa¿ M jest rozstrzygaj¹cy dla
x przeciw y.

i iZauwa¿my, ¿e zP y dla ka¿dego i0M' oraz yP z dla ka¿dego i0N-M'. Gdyby by³o zPy dla tego
profilu, to i dla ka¿dego innego profilu zgodnego z nim na zbiorze {z,y}; x oraz wszelkie inne opcje s¹
tu nieistotne. To jednak oznacza³oby, ¿e M' jest rozstrzygaj¹cy dla z przeciw y, co byæ nie mo¿e,
albowiem zbiór M zosta³ skonstruowany jako minimalny zbiór rozstrzygaj¹cy dla jakiejœ opcji przeciw
innej opcji. Musi byæ zatem -zPy, czyli yPz lub yIz. Razem z xPy implikuje to xPz. Z drugiej strony

jmamy xP z, co w po³¹czeniu z xPz prowadzi to do wniosku, ¿e {j} jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla
x przeciw z, a zatem M nie jest minimalny. Otrzymujemy sprzecznoœæ, która koñczy dowód
twierdzenia Arrowa.
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Komentarz do twierdzenia Arrowa

Twierdzenie Arrowa by³o i jest  wykorzystywane przez konserwatystów do ataku na demokracjê (patrz
za³¹czony felieton J. Korwina-Mikkego) jako na ustrój polityczny logicznie (nie tylko spo³ecznie lub
fizycznie) niemo¿liwy do zrealizowania. Konserwatyœcie w demokracji najbardziej nie podoba siê
doktryna suwerennoœci ludu, suwerennoœci niczym nieograniczonej, nawet normami moralnymi.
Wed³ug demokratów, w kwestiach spornych takich jak np. aborcja ze wzglêdów spo³ecznych i kara
œmierci, prawo stanowione powinno wyra¿aæ wolê obywateli. Jeœli ludzie jednomyœlnie opowiadaj¹
siê za jedn¹ opcj¹ legislacyjn¹ przeciw  innej (zakaz/dopuszczalnoœæ jakiejœ praktyki), wówczas grupa
powinna wybraæ opcjê zgodnie preferowan¹ przez swoich cz³onków. W praktyce oczywiœcie
demokraci nie ¿¹daj¹ jednomyœlnoœci, wystarcza im wiêkszoœæ zwyk³a lub kwalifikowana.

Pozosta³e postulaty Arrowa tak¿e mog¹ budziæ w¹tpliwoœci. Zakwestionowaæ mo¿na w
szczególnoœci na³o¿enie na racjonalnoœæ zbiorow¹ tych samych formalnych wymogów, zw³aszcza
przechodnioœci,  które ma spe³niaæ racjonalnoœæ indywidualna. K³opoty z przechodnioœci¹ znikaj¹, gdy
zbiór opcji X ma tylko dwa elementy. W dowodzie twierdzenia Arrowa istotn¹ rolê odgrywa za³o¿enie,
¿e m$3. Gdy m=2, paradoks demokracji nie wystêpuje. I w rzeczy samej, demokracja parlamentarna
najlepiej funkcjonuje w krajach anglosaskich, gdzie wytworzy³ siê i ugruntowa³ system dwupartyjny.

Liberalizm

W pewnych sytuacjach zbiór „alternatyw spo³ecznych” (X) z natury musi jednak liczyæ wiêcej
elementów, „socjologicznie” interpretowanych jako rozmaite stany rzeczy pojawiaj¹ce siê we
wspólnym otoczeniu grupy ludzi (N) i wartoœciowane przez nich indywidualnie. Okreœlenie
„alternatywa spo³eczna” wskazuje tu, ¿e zbiór X sk³ada siê ze stanów, których zaistnienie nie jest
obojêtne dla cz³onków danej grupy, choæ oczywiœcie nie musimy zak³adaæ, ¿e ka¿dy stan ka¿dego
jednakowo obchodzi. Kiedy mój s¹siad pomaluje sobie drzwi do swojego mieszkania od zewn¹trz na
czerwono, bo woli ten kolor od bia³ego, ja zaœ preferujê biel na ka¿dych drzwiach, mogê mu zwróciæ
uwagê, ¿e zmusi³ mnie do ogl¹dania nieprzyjemnego widoku, ilekroæ przechodzê obok „jego” drzwi,
które od zewn¹trz stanowi¹ czêœæ przestrzeni wspólnej, a wiêc nie mo¿e z nimi robiæ co zechce.
Spotykaj¹c siê z s¹siadem w jego mieszkaniu od czasu do czasu i widz¹c, ¿e i tam zrealizowa³ swoje
upodobania kolorystyczne, pogodzê siê z dyskomfortem, jednak tym razem nie bêdê siê odzywa³, bo
to w koñcu nie moja sprawa: wolnoæ Tomku w swoim domku. Nie chcia³bym przecie¿, by i on mnie
poucza³ jak mam pomalowaæ œciany w swoim mieszkaniu. Inaczej mówi¹c, jako libera³ ¿yczê sobie,
by moje preferencje w tym zakresie zosta³y uszanowane przez dwuosobow¹ grupê, a choæbym by³
fundamentalistycznym wyznawc¹ tezy, ¿e biel jest zawsze lepsza od czerwieni, takie samo prawo
przyznam s¹siadowi: niech grupa zaakceptuje prywatne preferencje ka¿dej osoby w przyznanym jej
obszarze suwerennego decydowania.

Za³ó¿my, ¿e zbiór N sk³ada siê z dwu osób, a zbiór X z 16 stanów otoczenia opisanych za pomoc¹
4 wspó³rzêdnych przyjmuj¹cych 2 wartoœci: B (biel) i C (czerwieñ). Pierwsze dwie wspó³rzêdne niech
opisuj¹ kolor œcian i drzwi do mieszkania pierwszej osoby, nastêpne dwie - to samo dla mieszkania
drugiej osoby. Przyk³adowo, czwórka (B,C,B,B) oznacza, ¿e s¹siad 1 pomalowa³ swoje mieszkanie
na bia³o, a drzwi wejœciowe na czerwono, natomiast s¹siad 2 jedno i drugie pomalowa³ u siebie na
bia³o. Oto przyk³adowa relacja preferencji osoby 1

1 2x   =(B,B,B,B)  - x   =(B,B,C,B)

  3 4x  =(B,B,B,C)  - x  =(B,B,C,C)

  5 6x  =(B,C,B,B)  - x  =(B,C,C,B)

  7 8x  =(B,C,B,C)  - x  =(B,C,C,C)

 9 10x  =(C,B,B,B)  - x =(C,B,C,B)

11 12x =(C,B,B,C)  - x =(C,B,C,C)

13 14x =(C,C,B,B)  - x =(C,C,C,B)

15 16x =(C,C,B,C)  - x =(C,C,C,C)
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1Osoba 1 za najlepsze, a przy tym jednakowo dobre, uwa¿a dwa stany rzeczy: x =(B,B,B,B) i

2 1 2 1x =(B,B,C,B). Stan x  oznacza powszechne panowanie bieli, stan x  ró¿ni siê od x  jedynie tym, ¿e
osoba 2 pomalowa³a sobie mieszkanie na czerwono; dla osoby 1, która jest libera³em, ró¿nica ta nie

3ma jednak znaczenia. Na drugim miejscu osoba 1 jednakowo ceni dwa stany: x =(B,B,B,C) i

4 1 2x =(B,B,C,C), które jej zdaniem gorsze s¹ od x  i x , poniewa¿ s¹siad pomalowa³ sobie drzwi na
czerwono, a kolor drzwi w przeciwieñstwie do koloru wnêtrza ma znaczenie dla osoby 1. Kolejne stany

5 6 3 4rzeczy, x =(B,C,B,B) i x =(B,C,C,B), gorsze s¹ dla osoby 1 od x  i x , bo to jej drzwi zosta³y

7 8pomalowane na czerwono, zaœ lepsze od stanów x =(B,C,B,C) i x =(B,C,C,C), bo przynajmniej u

5 6 7 8 9 10 11s¹siada zastosowano w³aœciwy kolor. Z kolei wy¿szoœæ stanów x , x , x  i x  nad stanami x , x , x

12i x  oznacza, ¿e osoba 1 za wa¿niejszy uwa¿a kolor u siebie w mieszkaniu ni¿ kolor drzwi od
zewn¹trz. W sumie osoba 1 ma bardzo klarowny system wartoœci: woli biel od czerwieni, toleruje
wybór dokonany przez drug¹ osobê w jej przestrzeni prywatnej, oraz swoj¹ przestrzeñ prywatn¹
uwa¿a za wa¿niejsz¹ od przestrzeni wspólnej.

Opisana wy¿ej relacja jest tylko jedn¹ z ogromnej liczby relacji preferencji, jakie mo¿na okreœliæ

1 16w zbiorze X={x ,…,x }. Liczba profili dwuwymiarowych (n=2) jest jeszcze wiêksza. Z twierdzenia
Arrowa wiemy, ¿e nie istnieje demokratyczna (tzn. spe³niaj¹ca podane wy¿ej postulaty) regu³a
wyznaczania preferencji zbiorowych.

W cywilizacji zachodniej z pojêciem liberalnej demokracji kojarzona jest nie tylko idea
suwerennoœci ludu, lecz tak¿e zasada respektowania praw jednostki. Konserwatyœci od dawna
przeczuwali, ¿e wolnoœæ jednostki mo¿e byæ trudna do pogodzenia z poszanowaniem woli
powszechnej, ale dopiero odkrycie przez Amartyê Sena kolejnego paradoksu potwierdzi³o te intuicje
(w 1998 r. Sen dosta³ nagrodê Nobla z ekonomii, jednak w uzasadnieniu na pierwszym miejscu
wskazano inne jego prace).

Sen zachowa³ konceptualizacjê problemu pochodz¹c¹ od Arrowa, zmodyfikowa³ wszak¿e uk³ad
postulatów na³o¿onych na funkcjê spo³ecznego dobrobytu. Do postulatu nieograniczonoœci dziedziny
(czyli postulatu swobody indywidualnego wartoœciowania) i postulatu demokracji Pareto (czyli
poszanowania jednomyœlnoœci) doda³ trzeci postulat oddaj¹cy jego zdaniem istotê liberalizmu. Otó¿
ka¿da jednostka musi mieæ prawo decydowania co jest dla niej lepsze w pewnym zakresie opcji (a
wiêc np. zdecydowaæ czy pomalowaæ w³asne mieszkanie na bia³o czy na czerwono) a grupa powinna
uszanowaæ ten wybór, tzn. preferencjê indywidualn¹ danej jednostki przyj¹æ jako preferencjê
grupow¹. Formalnie postulat ten zapisuje siê nastêpuj¹co.

Postulat liberalizmu Sena (poszanowania suwerennoœci jednostki)

Dla ka¿dego i=1,…,n istniej¹ w X dwie ró¿ne opcje x i y takie, ¿e zbiór {i} jest rozstrzygaj¹cy ze
wzglêdu na funkcjê spo³ecznego dobrobytu F dla x przeciw y i dla y przeciw x.

Zauwa¿my, ¿e postulat Sena wyklucza dyktaturê, bo dyktator to osoba, która rozstrzyga ka¿dy
dylemat {x,y}. Osoba i jest „panem”, lecz tylko dla pewnej pary opcji, a mianowicie dla dowolnego

1 n 1 nprofilu (R ,…,R ), to osoba i wy³¹cznie decyduje o tym czy grupa poprzez relacjê R=F(R ,…,R ) uzna

i jx za lepsze od y, czy y za lepsze od x; jeœli xP y, to xPy (choæby dla ka¿dego j ró¿nego od i by³o yP x),

i ijeœli zaœ yP x, to yPx. Tylko indyferencja osoby i-tej (xI y) umo¿liwia grupie uwzglêdnienie preferencji
innych osób.

Paradoks Sena

Niepusty podzbiór Y zbioru X nazwijmy sfer¹ wolnoœci decydenta i ze wzglêdu na funkcjê F jeœli dla
ka¿dych dwu ró¿nych elementów y i y' w Y zbiór {i} jest rozstrzygaj¹cy ze wzglêdu na F dla y przeciw
y' i dla y' przeciw y. £atwo wykazaæ, ¿e jeœli funkcja spo³ecznego wyboru ma nieograniczon¹
dziedzinê, wówczas sfery wolnoœci dwu ró¿nych osób mog¹ mieæ co najwy¿ej jedn¹ opcjê wspóln¹.
Niech Y i Y' bêd¹ sferami wolnoœci osoby i oraz osoby j. Przypuœæmy, ¿e Y1Y' zawiera dwie ró¿ne
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iopcje x i y. Za³o¿enie, ¿e wszystkie profile s¹ dopuszczalne, pozwala utworzyæ profil taki, ¿e  xP y

joraz yP x. Poniewa¿ {i} jest rozstrzygaj¹cy dla x przeciw y, a {j} rozstrzygaj¹cy dla y przeciw x,
otrzymujemy dwa sprzeczne warunki xPy i yPx.

Udowodnimy teraz nastêpuj¹ce twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Sena)

Postulat nieograniczonoœci dziedziny, postulat demokracji Pareto i postulat liberalizmu Sena s¹
sprzeczne.

Dowód twierdzenia Sena jest znacznie prostszy od dowodu twierdzenia Arrowa. Niech i oraz j
oznaczaj¹ dwie ró¿ne osoby (n$2), a Y i Y' ich sfery wolnoœci. Z postulatu nieograniczonoœci dziedziny
wynika, jak wy¿ej udowodniliœmy, ¿e zbiory te mog¹ mieæ co najwy¿ej jeden element wspólny.
Mo¿liwe s¹ zatem dwie sytuacje: (1) Y1Y'={x} dla pewnego x; (2) Y1Y'=i. Poka¿emy, ¿e w obu
przypadkach z trzech postulatów daj¹ siê  wyprowadziæ dwa zdania sprzeczne.

Rozwa¿my najpierw przypadek (1). Postulat liberalizmu Sena oznacza, ¿e zbiory Y i Y' maj¹ co
najmniej po 2 elementy, a zatem istniej¹ y0Y-{x} i y'0Y'-{x}. Postulat nieograniczonoœci dziedziny
pozwala skonstruowaæ profil preferencji indywidualnych taki, ¿e

j   {h�j}

  y x
  y' y

  x y'

hW profilu tym dla ka¿dego h�j relacja preferencji œcis³ej P  tak samo porz¹dkuje elementy zbioru

i{x,y,y'}. W szczególnoœci i�j, a wiêc xP y, a st¹d xPy, jako ¿e {i} jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x

jprzeciw y. Podobnie, poniewa¿ {j} jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla y' przeciw x, y'P x implikuje y'Px.

hZauwa¿my teraz, ¿e dla ka¿dego h=1,…,n mamy yP y', a zatem yPy' na mocy warunku Pareto. Z xPy
i yPy' wynika xPy' (P jest relacj¹ przechodni¹), co przeczy wyprowadzonemu wczeœniej warunkowi
y'Px.

Rozwa¿my teraz przypadek (2), w którym zbiory Y i Y' s¹ roz³¹czne. Niech {x,y} i  {x',y'} bêd¹
parami ró¿nych opcji w Y i Y'. Skonstruujemy profil indywidualnych preferencji, w którym jak
poprzednio wyst¹pi¹ dwa uporz¹dkowania, tym razem zbioru 4 opcji {x,y,x',y'}, jedno dla osoby j, a
drugie wspólne dla pozosta³ych osób, w tym osoby i.

j   {h�j}
  y x'

y' x
x' y
x y'

Poniewa¿ {i} jest zbiorem rozstrzygaj¹cym dla x przeciw y, a {j} dla y' przeciw x', grupowa relacja P
odpowiadaj¹ca temu profilowi spe³nia warunki xPy i y'Px'. Z uwagi na to, ¿e dla ka¿dego h mamy

h hx'P x oraz yP y', mo¿emy zastosowaæ postulat Pareto, otrzymuj¹c x'Px i yPy'. Dwukrotnie
skorzystamy teraz z przechodnioœci relacji P: Najpierw z xPy i yPy' otrzymujemy xPy', a nastêpnie z
tego ostatniego warunku oraz warunku y'Px' dostajemy warunek xPx', sprzeczny z wyprowadzonym
wczeœniej warunkiem x'Px. Dowód twierdzenia Sena zosta³ tym samym zakoñczony.
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Próby usuniêcia paradoksu Sena

Jeœli X jest zbiorem dwuelementowym, czyli X={x,y}, wówczas sam postulat liberalizmu generuje
sprzecznoœæ. Jeœli dylemat {x,y} stanowi sferê wolnoœci osoby 1, to nie mo¿e stanowiæ sfery wolnoœci
osoby 2. Grupie, która wola³aby unikn¹æ przyznania na sta³e jednemu swojemu cz³onkowi uprawnieñ
dyktatorskich, pozostaje rozstrzyganie ewentualnych sporów przez losowanie, „s¹d bo¿y”, b¹dŸ
pojedynek miêdzy dwiema osobami, z których pierwsza uwa¿a x za lepsze od y, a druga y za lepsze
od x.

Wszelako, jak pokazaliœmy na przyk³adzie, zbiór X zazwyczaj ma wiêcej ni¿ dwie opcje. W takiej
sytuacji celowa wydaje siê rozbudowa teorii poprzez wprowadzenie jakiejœ struktury w zbiorze
alternatyw spo³ecznych, który w twierdzeniu Sena pozostaje bli¿ej niesprecyzowany.

1Za³ó¿my znowu dla uproszczenia, ¿e n=2. Dla ka¿dej opcji x0X niech a (x) oznacza aspekt stanu

2rzeczy x wa¿ny dla osoby 1, zaœ a (x) aspekt wa¿ny dla osoby 2. Bêdziemy mówiæ, ¿e opcje x i y

2 2nale¿¹ do tej samej sfery osobistej osoby 1, jeœli a (x)=a (y). Inaczej mówi¹c stany rzeczy x i y z
punktu widzenia osoby 2 niczym siê nie ró¿ni¹, a wobec tego ró¿nica miêdzy nimi mo¿e mieæ
znaczenie tylko dla osoby 1. Tak zdefiniowana relacja jest relacj¹ równowa¿noœciow¹. Dzieli ona zbiór
X na parami roz³¹czne podzbiory zwane sferami osobistymi osoby 1. Podobnie, za pomoc¹ warunku

1 1a (x)=a (y) definiuje siê przynale¿noœæ opcji x i y do sfery osobistej osoby 2.
Zilustrujmy wprowadzone pojêcia na prostym przyk³adzie. Niech osoby 1 i 2 oznaczaj¹ mê¿a i

¿onê planuj¹cych sposób spêdzenia wakacji. Za³ó¿my, ¿e dla ka¿dej osoby liczy siê jedynie czy ona
sama zostanie w domu (D) czy wyjedzie na wczasy (W). Zbiór X okreœlimy jako uk³ad 4 opcji:

1 2 3x =(D,D) (oboje zostaj¹ w domu); x =(D,W) (m¹¿ zostaje w domu, ¿ona jedzie na wczasy); x =(W,D)

4(m¹¿ jedzie na wczasy, ¿ona zostaje w domu); x =(W,W) (oboje wyje¿d¿aj¹). Poniewa¿

2 1 2 3 1 3a (x )=a (x )=D, opcje x  i x  nale¿¹ do sfery osobistej mê¿a. Drug¹ sferê osobist¹ mê¿a tworz¹

2 4 1 2 3 4opcje x  i x . ¯ona ma te¿ dwie sfery osobiste: {x ,x } i {x ,x }.
Dla libera³a jest oczywiste, ¿e sfera osobista jednostki powinna byæ jej sfer¹ wolnoœci, tzn. ka¿dy

wybór dokonany przez osobê 1 (2) miêdzy opcjami nale¿¹cymi do jej sfery osobistej powinien byæ
uszanowany przez grupê. Rozwa¿my nastêpuj¹cy profil preferencji

1 2R  (m¹¿) R  (¿ona)

3 4x =(W,D) x =(W,W)

2 3x =(D,W) x =(W,D)

4 2x =(W,W) x =(D,W)

1 1x =(D,D) x =(D,D)

M¹¿ wola³by wyjechaæ sam, a jeœli to niemo¿liwe zostaæ w domu bez ¿ony, wspólny wyjazd ceni w
trzeciej kolejnoœci, a zostanie razem w domu uwa¿a za najgorsz¹ dla siebie opcjê. System wartoœci
mê¿a wyra¿a formu³a: lepiej wakacje spêdziæ bez ¿ony ni¿ z ¿on¹, lepiej wyjechaæ ni¿ zostaæ w domu.
System wartoœci ¿ony jest bardziej skomplikowany. Ceni sobie ona wspólny wyjazd z mê¿em, uwa¿a
wyjazd za lepszy od zostania w domu tak dla siebie jak i dla mê¿a, wszelako jeœli wyjazd tylko jednej
osoby jest mo¿liwy, zrzeka siê tego przywileju na rzecz mê¿a.

Niech P oznacza grupow¹ relacjê preferencji œcis³ej podyktowan¹ przez regu³ê F dla profilu

1 2(R ,R ). Jeœli regu³a F spe³nia postulat Pareto, relacja P powinna odzwierciedlaæ ka¿dy przypadek

1zgodnoœci preferencji mê¿a i ¿ony. M¹¿ i ¿ona zgodnie uznaj¹ opcjê x  za gorsz¹ od pozosta³ych, a

2 1 3 1 4 1 3zatem dla pary powinno byæ: x Px , x Px , x Px .  Ponadto ma³¿onkowie zgadzaj¹ siê, ¿e x  jest

2 3 2 2 4 3 4lepsze od x , a st¹d x Px . W pozosta³ych parach opcji {x ,x } i {x ,x } ma miejsce konflikt

2 1 4 4 2 2 3 1 4 4 2 3preferencji, mamy mianowicie x P x  (m¹¿) i x P x  (¿ona), a tak¿e x P x  (m¹¿) i x P x  (¿ona).
W obu przypadkach idzie o to, ¿e m¹¿ chce spêdziæ wakacje bez ¿ony, a ¿ona woli mu towarzyszyæ,
gdy to mo¿liwe.

2 4Czy relacja P daje jakieœ rozwi¹zanie opisanego wy¿ej konfliktu? Dylemat {x ,x } stanowi sferê
osobist¹ mê¿a (osoby 1), a zatem para ma³¿eñska powinna uznaæ za swoj¹ jego preferencjê, tzn.
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2 4 3 4x Px . Z kolei dylemat {x ,x } stanowi sferê osobist¹ ¿ony (osoby 2), a wiêc tym razem para powinna

4 3 2 4 4 3uszanowaæ wybór ¿ony, tzn. x Px . Obie konsekwencje postulatu Sena, czyli x Px  i x Px  prowadz¹

2 3 3 2do wniosku, ¿e x Px  sprzecznego z wnioskiem wyprowadzonym z postulatu Pareto, czyli x Px .
Tak wiêc wprowadzenie sfer osobistych nie usuwa sprzecznoœci. Paradoks pojawia siê

nieuchronnie, jeœli dopuszczone zostan¹ wszelkie teoretycznie mo¿liwe profile preferencji
indywidualnych. Okazuje siê, ¿e liberalna demokracja jest  systemem polityczno-prawnym, który
mo¿e funkcjonowaæ tylko na gruncie okreœlonego, liberalnego,  systemu wartoœci podzielanego przez
cz³onków grupy. Poszanowanie wolnoœci jednostki daje siê pogodziæ z suwerennoœci¹ grupy wtedy,
gdy jej cz³onkowie maj¹ liberalne relacje preferencji.

iRelacjê preferencji R  osoby i nazwiemy liberaln¹, jeœli dla dowolnej osoby j�i i dowolnych dwu

iró¿nych opcji x i y nale¿¹cych do sfery osobistej osoby j mamy xI y. Libera³owi powinno byæ zatem
obojêtne, któr¹ z dwu opcji wybraæ, gdy opcje te nale¿¹ do sfery osobistej jego bliŸniego. W podanym
wy¿ej przyk³adzie ani relacja preferencji mê¿a ani ¿ony nie spe³nia tego warunku. ¯onie nie jest
wszystko jedno czy m¹¿ wyjedzie na wczasy czy zostanie w domu, gdy ona sama zostaje w domu.
Przekonana, ¿e wyjazd zawsze jest lepszy ni¿ zostanie w domu, chcia³aby mê¿a uszczêœliwiæ. Mê¿owi
nie jest wszystko jedno co zrobi ¿ona, gdy on zdecyduje siê zostaæ w domu, z tym ¿e jemu chodzi o
to by uszczêœliwiæ siebie, pozbywaj¹c siê ¿ony. Przy takiej interpretacji systemu wartoœci mê¿a
opisany wy¿ej przyk³ad nie ca³kiem dobrze nadaje siê do ilustracji pojêcia sfery osobistej, gdy¿
aspekty indywidualne alternatyw spo³ecznych zosta³y okreœlone w sposób ignoruj¹cy znaczenie dla
mê¿a i ¿on¹ samej interakcji spo³ecznej miêdzy nimi. Mo¿na jednak powtórzyæ rozumowanie bez
za³o¿enia, ¿e (W,W) oznacza wspólne wczasy.

Wielowymiarowe okreœlenie zbioru alternatyw spo³ecznych (wymiary=aspekty zdarzeñ
obchodz¹ce poszczególnych decydentów) oraz rezygnacja z postulatu nieograniczonoœci dziedziny
na rzecz dopuszczenia wy³¹cznie preferencji liberalnych umo¿liwiaj¹ usuniêcie paradoksu Sena. O
innych formalnych próbach uporania siê z problemem pogodzenia liberalizmu i demokracji, jakie
podejmowano na gruncie teorii wyboru spo³ecznego po ukazaniu siê pracy Sena The Impossibility
of a Paretian liberal (“Journal of Political Economy” 78 (1970): 152-157), traktuje obszernie
monografia Grzegorza Lissowskiego Prawa indywidualne a wybór spo³eczny (Warszawa 1992:
Wydawnictwo IFiS PAN).

http://www.cyf-kr.edu.pl/~ussozans/
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