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Badanie zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych i interwa³owych 

Rozwa¿my dwie zmienne x i y okreœlone dla tej samej zbiorowoœci z³o¿onej z n jednostek (wartoœci

i izmiennych x i y dla i-tej jednostki badanej bêdziemy oznaczaæ x  i y ). Za³ó¿my, ¿e obie zmienne s¹
mierzalne w sposób co najmniej porz¹dkowy. Zale¿noœæ dodatni¹ miêdzy x i y okreœla siê jako stan
rzeczy polegaj¹cy na tym, ¿e „wzrostowi wartoœci zmiennej x na ogó³ towarzyszy wzrost wartoœci

i jzmiennej y”. Inaczej mówi¹c, jeœli dla pewnej pary jednostek i, j mamy x <x , to „na ogó³” zachodzi

i jtak¿e nierównoœæ y <y . Wówczas, jeœli np. x oznacza „wykszta³cenie” a y „dochód”, osoba i, maj¹ca
wykszta³cenie ni¿sze od osoby j, musia³aby mieæ tak¿e ni¿szy od niej dochód. Gdyby sytuacja taka
powtarza³a siê bez wyj¹tków, mielibyœmy do czynienia z doskona³¹ zale¿noœci¹ dodatni¹. Z kolei

i jdoskona³a zale¿noœæ ujemna mia³aby miejsce, gdyby nierównoœæ x <x  zawsze poci¹ga³a za sob¹

i jnierównoœæ y >y . Idealn¹ zale¿noœæ jednego lub drugiego rodzaju rzadko spotyka siê w rzeczywistych
danych, dlatego te¿ ocena kierunku zale¿noœci musi siê opieraæ na porównaniu liczby par, dla których
porz¹dek wed³ug wartoœci zmiennej y jest taki sam jak porz¹dek wed³ug wartoœci zmiennej x, i liczby
par, dla których porz¹dek ten ulega odwróceniu. Dok³adniej, dla dowolnej nieuporz¹dkowanej pary
jednostek {i,j} zachodzi jeden z piêciu warunków:

i j i j i j i j(1) x <x  i y <y  lub x >x  i y >y ; tak¹ parê nazywamy zgodnie uporz¹dkowan¹;

i j i j i j i j(2) x <x  i y >y  lub x >x  i y <y ; tak¹ parê nazywamy niezgodnie uporz¹dkowan¹;

i j i j(3) x =x  i y �y ; mówimy, ¿e para jest powi¹zana (zawiera wêze³) ze wzglêdu na zmienn¹ x;

i j i j(4) x �x  i y =y ; mówimy, ¿e para jest powi¹zana (zawiera wêze³) ze wzglêdu na zmienn¹ y;

i j i j (5) x =x  i y =y ; mówimy wtedy, ¿e para jest podwójnie powi¹zana;

0 0 0Liczbê par typu (1)–(5) oznacza siê odpowiednio P, Q, X , Y , Z . Liczba 2n(n!1) wszystkich
nieuporz¹dkowanych par, jakie mo¿na utworzyæ z n jednostek, jest zatem równa sumie

0 0 0P+Q+X +Y +Z . Zale¿noœæ dodatnia to przypadek P>Q (pary zgodnie uporz¹dkowane przewa¿aj¹
nad niezgodnie uporz¹dkowanymi), zaœ przypadek P<Q (pary niezgodnie uporz¹dkowane wystêpuj¹
czêœciej od zgodnie uporz¹dkowanych) to zale¿noœæ ujemna; gdy P=Q, mówimy o braku zale¿noœci.
Zauwa¿my tak¿e, ¿e choæ jedn¹ ze zmiennych oznaczyliœmy tu symbolem x, a drug¹ y, pierwszej
przypisuj¹c niejako rolê zmiennej niezale¿nej (wyjaœniaj¹cej), a drugiej rolê zmiennej zale¿nej
(wyjaœnianej), w istocie obie zmienne wystêpuj¹ tu „na równych prawach”. Pojêcie zale¿noœci jest
symetryczne, st¹d nale¿a³oby mówiæ raczej o wspó³zale¿noœci.

Opieraj¹c siê na ró¿nicy P!Q, Kendall zdefiniowa³ trzy wspó³czynniki zale¿noœci dla zmiennych

a b c aporz¹dkowych J  (tau-a), J  (tau-b), J  (tau-c). Wspó³czynnik J , który otrzymuje siê dziel¹c P!Q

0 0 0przez 2n(n!1), stosuje siê przy braku wêz³ów (X =0, Y =0, Z =0). W badaniach socjologicznych
zmienne porz¹dkowe, takie jak np. wykszta³cenie, maj¹ zwykle niewielk¹ liczbê wartoœci w
porównaniu z liczb¹ jednostek w próbie, a wiêc pewne wartoœci musz¹ siê powtarzaæ. W tej sytuacji

bstosuje siê zazwyczaj wspó³czynnik J , dany wzorem

 (1)  

0 0 0 0 0Wielkoœæ P+Q+Y  daje siê przedstawiæ inaczej jako 2n(n!1)!(X +Z ), z kolei X +Z  to liczba par i,j

i j 1 k 1 ktakich, ¿e x =x . Jeœli zmienna x przyjmuje k ró¿nych wartoœci x *,…,x *, z czêstoœciami n ,…,n ,

j j jwówczas liczba par jednostek przyjmuj¹cych wartoœæ x * jest równa 2n (n !1), itd. Sumuj¹c te

0 0 0 0wielkoœci dla j=1,…,k dostaniemy zatem X +Z . Podobnie oblicza siê Y +Z , a nastêpnie

0 0 0P+Q+X =2n(n!1)!(Y +Z ).
Poka¿emy teraz jak wyznaczyæ P i Q na przyk³adzie tabeli (dane fikcyjne, ale realistyczne), w której

przedstawiono ³¹czny rozk³ad liczebnoœci  dla dwu zmiennych porz¹dkowych x i y opisanych jako
„wykszta³cenie” i „stosunek do kary œmierci”. Wykszta³cenie jest tu zmienn¹ o trzech wartoœciach: 1
(wykszta³cenie „co najwy¿ej zawodowe”), 2 („œrednie”) i 3 („wy¿sze”). Wartoœci 1, 2, 3 i 4 zmiennej
y przypisanej pytaniu „Czy jesteœ za przywróceniem kary œmierci?” oznaczaj¹ odpowiednio
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odpowiedzi „Zdecydowanie nie”, „Nie”, „Tak” i „Zdecydowanie tak”. Jak widaæ, ca³a populacja, licz¹ca
500 jednostek, sk³ada siê z 12 klas odpowiadaj¹cych wszystkim mo¿liwym po³¹czeniom wartoœci
zmiennych x i y. Liczebnoœci klas umieszczono w „komórkach” tabeli ponumerowanych od (1) do (12).

y

Czy jesteœ za
kar¹ œmierci?

x
Wykszta³cenie

Razem
1

Podst/zawod.
2

Œrednie
3

Wy¿sze

   1 Zd. nie  (1) 20  (2) 20  (3) 10 50

   2 Nie  (4) 30  (5) 20  (6) 50 100

   3 Tak  (7) 150  (8) 70  (9) 30 250

   4 Zd. Tak (10) 50 (11) 40 (12) 10 100

Razem 250 150 100 500

Rozwa¿my dowoln¹ parê jednostek i za³ó¿my, ¿e jeden z dwu elementów nale¿y do klasy (1). Jeœli
drugi element pary le¿y w tej samej komórce, oba elementy nie ró¿ni¹ siê wartoœci¹ zarówno x jak
i y (podwójny wêze³); gdy drugi element pochodzi z którejœ z komórek (4), (7) lub (10) le¿¹cych w tej
samej kolumnie tabeli, mamy wêze³ ze wzglêdu na x, natomiast wêze³ ze wzglêdu na y pojawia siê,
gdy drugi element weŸmiemy z komórki (2) lub (3) le¿¹cej w tym samym wierszu tabeli. Zauwa¿my
teraz, ¿e wszystkie pary o drugim elemencie nale¿¹cym do którejœ z pozosta³ych komórek (5), (6),
(8), (9), (11) i (12) s¹ zgodnie uporz¹dkowane. Par takich, ¿e jeden element pochodzi z komórki (1),
a drugi z jakiejœ komórki spoœród 6 komórek po³o¿onych w tabeli poni¿ej i na prawo od komórki (1)
jest 20(20+50+70+30+40+10)=20A220=4400.

Pierwszy

element

z komórki
Liczba par zgodnych Liczba par niezgodnych

1
2
3
4
5
6
7
8
9

20(20+50+70+30+40+10) =  4400
20(50+30+10) =  1800

–
30(70+30+40+10) =  4500

20(30+10) =    800
–

150(40+10) =  7500
70A10  =    700

–

–
20(30+150+50) =   4600

10(30+20+150+70+50+40) =   3600
–

20(150+50) =   4000
50(150+70+50+40) = 15500

–
70A50  =   3500

30(50+40) =   2700

P  = 19700 Q = 33900

Niech teraz pierwszy element pary pochodzi z komórki (2). Jak poprzednio, pary zgodne powstaj¹
przez dodanie elementów z komórek po³o¿onych poni¿ej i na prawo od komórki (2); s¹ to komórki (6),
(9) i (12), a liczba takich par jest równa 20(50+30+10)=20A90=1800. Jeœli natomiast do³¹czyæ do
elementu z komórki (2) element pochodz¹cy z którejœ z komórek (4), (7), (10) po³o¿onych poni¿ej i
na lewo od komórki (2), otrzymamy parê niezgodnie uporz¹dkowan¹. Par takich jest 20(30+150+50) =
20A230=4600. Zauwa¿my dalej, ¿e bior¹c pierwszy element z komórki (3), a drugi z komórek
po³o¿onych poni¿ej i na lewo od tej komórki, otrzymamy zawsze parê niezgodn¹. Po przejœciu do
drugiego wiersza sytuacja o tyle siê zmienia, ¿e jako drugi element pary moglibyœmy wzi¹æ jednostkê
z pierwszego wiersza, jednak otrzymana para zosta³a uwzglêdniona ju¿ wczeœniej, a zatem aby
unikn¹æ podwójnego liczenia drugi element bierzemy zawsze z komórki po³o¿onej ni¿ej w tabeli.
Postêpuj¹c w ten sposób, otrzymamy zestawienie podane w powy¿szej tabeli.

Tak wiêc P!Q= -14200 i zale¿noœæ jest ujemna („im wy¿szy poziom wykszta³cenia, tym ni¿sza
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b 0 0 0 0akceptacja kary œmierci”). Aby obliczyæ wspó³czynnik J , trzeba jeszcze wyznaczyæ X +Z  i Y +Z .
Pierwsza z tych wielkoœci jest równa 2250A249+2150A149+2100A99=47250, a druga
250A49+2100A99+2250A249+2100A99 = 42250. Mamy tak¿e 2n(n!1) = 2500A499 = 124750, a st¹d

0 0 0 0 0 0P+Q+Y =2n(n!1)!(X +Z ) = 124750!47250 = 77500 i P+Q+X =2n(n!1)!(Y +Z )= 124750!42250

b= 82500. Pierwiastek z iloczynu tych wielkoœci w przybli¿eniu równa siê 79961, a st¹d J  = -0.18.

bWspó³czynnik J  przyjmuje wartoœci z przedzia³u [-1,1], jednak wartoœci skrajne mo¿e osi¹gaæ jedynie
wtedy, gdy k=l, gdzie k i l oznaczaj¹ liczby ró¿nych wartoœci zmiennych odpowiednio x i y (w
przyk³adzie k=3 i l=4). Aby temu zaradziæ, Kendall zaproponowa³ drugi sposób unormowania ró¿nicy
P!Q przez podzielenie jej przez 2(n (m!1)/m), gdzie m jest mniejsz¹ z liczb k i l. Otrzymany w ten2

c bsposób wspó³czynnik J  w naszym przyk³adzie jest równy -0.17, a wiêc niewiele ró¿ni siê od J . Oba
warianty tau obliczane s¹ w SPSS dla tabeli dwudzielczej w ramach komendy CROSSTABS.

Tam¿e dostêpny jest jeszcze jeden wspó³czynnik zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych oparty na
ró¿nicy P!Q, oznaczany liter¹ ( (gamma) i obliczany wed³ug wzoru zaproponowanego przez
Goodmana i Kruskala.

 (2) 

b cWspó³czynnik ten przyjmuje wy¿sze wartoœci od J  i J  i z tego zapewne wzglêdu jest zwykle
preferowany przez socjologów. W naszym przyk³adzie (=-14200/(19700+33900)= -14200/53600=
-0.26.

Badanie zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych mo¿na oprzeæ tak¿e na porównaniu liczby jednostek
zgodnie i niezgodnie po³o¿onych w stosunku do wartoœci œrodkowych w szeregach statystycznych x

x yi y. Niech Me  i Me  oznaczaj¹ mediany zmiennych x i y. Jednostka i jest zgodnie po³o¿ona, gdy

i x i y i x i y i x i y i x i yx >Me  i y >Me  lub x <Me  i y <Me , a niezgodnie po³o¿ona, gdy  x >Me  i y <Me  lub x <Me  i y >Me .

i xStosownie do tego, który z trzech mo¿liwych przypadków ma miejsce dla i-tej jednostki: x >Me ,

i x i xx =Me  i x <Me , przypiszmy jej odpowiednio liczb¹  1,0 i -1, otrzymuj¹c w ten sposób zmienn¹ zwan¹

xznakiem odchylenia od Me . Podobnie definiuje siê znak odchylenia od mediany zmiennej y. Iloczyn
znaków odchyleñ od median jest zmienn¹ tak¿e przyjmuj¹c¹ wartoœci 1, 0, -1. Jej wartoœæ wskazuje
czy jednostka jest zgodnie czy niezgodnie po³o¿ona, czy znajduje siê w œrodku jednego z szeregów.
Œrednia arytmetyczna tej zmiennej, równa ró¿nicy miêdzy liczb¹ jednostek zgodnie po³o¿onych a
liczb¹ jednostek niezgodnie po³o¿onych, zwana wspó³czynnikiem korelacji æwiartkowej, mo¿e s³u¿yæ
tak¿e jako miara zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych.

!

Dla zmiennych iloœciowych (mierzalnych w sposób co najmniej interwa³owy) tak¿e rozwa¿a siê
odchylenia wartoœci zmiennych od miar tendencji centralnej, tym razem jednak po³o¿enie i-tej

i xjednostki w populacji okreœla siê przez porównanie x  ze œredni¹ arytmetyczn¹ M , przy czym
uwzglêdnia siê nie tylko znak odchylenia od œredniej, ale i jego rozmiar. Maj¹c dane dwie zmienne

x y i x i yx i y o œrednich M  i M , mo¿emy obliczyæ sumê iloczynów odchyleñ od œrednich 3(x !M )(y !M ) dla
i=1,…,n. W sumie tej mog¹ wystêpowaæ iloczyny dodatnie i ujemne oraz iloczyny zerowe (jedna ze
zmiennych ma wartoœæ równ¹ œredniej dla tej zmiennej), nie wp³ywaj¹ce na wartoœæ sumy, której
wartoœæ i znak informuj¹ zatem, które iloczyny, dodatnie czy ujemne „wa¿¹” bardziej. Tym razem nie
musi to oznaczaæ przewagi liczebnej odchyleñ zgodnych nad odchyleniami niezgodnymi co do znaku,
jak by³o w przypadku zmiennych porz¹dkowych, gdy¿ liczy siê teraz tak¿e wartoœæ bezwglêdna
iloczynu odchyleñ od œrednich. Okazuje siê ponadto, ¿e okreœlenie kierunku zale¿noœci oparte na
odchyleniach od œrednich jest równowa¿ne okreœleniu wykorzystuj¹cemu iloczyny ró¿nic wartoœci
zmiennych dla poszczególnych par {i,j}. Zachodzi mianowicie nastêpuj¹ca równoœæ (dowodzi siê j¹
na drodze czysto rachunkowej):

 (3) 

Sumowanie po prawej stronie obejmuje wszystkie pary jednostek, a wiêc liczba sk³adników jest równa
2n(n!1) (w parze {i,j} elementy zapisuje siê w kolejnoœci podyktowanej przez porz¹dek numerów,
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st¹d oznaczenie i<j pod znakiem sumy).

Œredni¹ z iloczynów odchyleñ od œrednich nazywamy kowariancj¹ zmiennych x i y i oznaczamy
Cov(x,y). Wzór definicyjny ma zatem postaæ:

 (4*) 

(Gwiazd¹ zaznaczono wzory, które nale¿y zapamiêtaæ do egzaminu). Obliczaj¹c kowariancjê z próby
losowej jako oszacowanie nieznanej kowariancji w populacji generalnej (kowariancji dwu zmiennych
losowych) sumê iloczynów odchyleñ dzieli siê nie przez n lecz przez n!1. Kowariancja z próby tak
zdefiniowana jest wówczas „nieobci¹¿onym estymatorem” kowariancji w populacji generalnej (tzn.
przy pobieraniu wielu ró¿nych prób z tej samej populacji oszacowanie „œrednio” dawaæ bêdzie
poprawny, nie zani¿ony ani nie zawy¿ony wynik).

xyZdefiniujemy teraz wspó³czynnik korelacji liniowej r  (zwany czêsto wspó³czynnikiem Pearsona)

x yzmiennych x i y jako iloraz kowariancji Cov(x,y) i iloczynu odchyleñ standardowych s  i s .

 (5*) 

xOczywiœcie parametr ten oblicza siê jedynie wtedy, gdy ¿adna ze zmiennych nie jest sta³¹, tzn. s >0

yi s >0. Wspó³czynnik korelacji jest podstawow¹ miar¹ zale¿noœci dla zmiennych iloœciowych. Z
oczywistych wzorów (symetria kowariancji i wspó³czynnika korelacji liniowej)

xy yxCov(x,y)=Cov(y,x),  r  = r  (6) 

wynika, ¿e parametry te charakteryzuj¹ wzajemny zwi¹zek dwu zmiennych zarówno co do si³y
(wartoœæ bezwzglêdna) jak i znaku (zale¿noœæ dodatnia lub ujemna). Wspó³czynnik korelacji jest
wygodniejszy od kowariancji ze wzglêdu na to, ¿e przyjmuje wartoœci z przedzia³u [-1,1] (fakt ten

xyudowodniony zostanie póŸniej). Do obliczania r  stosuje siê zwykle nastêpuj¹cy wzór wynikaj¹cy
wprost z definicji.

 (7) 

Dla przyk³adu zbadajmy zale¿noœæ miêdzy ocenami z dwu przedmiotów w grupie 10 osób.

x y x y x yi x y x!M y!M (x!M )(y!M ) (x!M ) (y!M )2 2

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

4.0
3.0
3.0
5.0
2.0
3.5
4.5
3.0
4.0
3.5

5.0
2.0
4.0
4.5
3.0
4.0
4.5
3.5
3.0
3.0

0.45
-0.55
-0.55
1.45

-1.55
-0.05
0.95

-0.55
0.45

-0.05

1.35
-1.65
0.35
0.85

-0.65
0.35
0.85

-0.15
-0.65
-0.65

0.6075
 0.9075
-0.1925
 1.2325
 1.0075
-0.0175
 0.8075
 0.0825
-0.2925
 0.0325

0.2025
0.3025
0.3025
2.1025
2.4025
0.0025
0.9025
0.3025
0.2025
0.0025

1.8225
2.7225
0.1225
0.7225
0.4225
0.1225
0.7225
0.0225
0.4225
0.4225

35.5 36.5 4.1750  6.7250 7.5250

Oceny te zestawiono ni¿ej w dwu kolumnach oznaczonych x i y (i w pierwszej kolumnie to numer
jednostki badanej). Zaczynamy od zsumowania wartoœci zmiennych x i y, otrzymuj¹c liczby 35.5 i
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x y36.5, sk¹d M =3.55 i M =3.65. Nastêpnie obliczamy odchylenia od œrednich dla obu zmiennych

x y x(kolumny x!M  i y!M ), iloczyny odchyleñ (kolumna (x!M )(y!My) i kwadraty odchyleñ od œredniej

x ydla x i dla y. Po zsumowaniu trzech ostatnich kolumn otrzymujemy: 3(x!M )(y!M )=4.175,

x y xy3(x!M ) =6.725, 3(y!M ) =7.525, a st¹d r = 0.59.2 2

Maj¹c dowolne m zmiennych iloœciowych okreœlonych w tym samym zbiorze jednostek  mo¿emy
wyznaczyæ dla ka¿dej uporz¹dkowanej pary zmiennych o numerach (g,h) ich wspó³czynnik korelacji,

ghoznaczony r , otrzymuj¹c w ten sposób tablicê o m wierszach i m kolumnach, zwan¹ macierz¹
korelacji (macierz ta s³u¿y jako „pó³fabrykat” w rozmaitych analizach wielozmiennowych). Macierz

gh hgkorelacji jest symetryczna, tzn. r =r  dla dowolnych g,h=1,…,m, a na g³ównej przek¹tnej ma same

ggjedynki, tzn. r =1 dla  g=1,…,m. £atwo wykazaæ, ¿e wspó³czynnik korelacji dowolnej zmiennej z ni¹
sam¹ jest zawsze równy 1. Zauwa¿my najpierw, ¿e kowariancja jest uogólnieniem wariancji na
przypadek dwu zmiennych:

xCov(x,x)=s  (8) 2

xx x x x xW konsekwencji r =Cov(x,x)/(s s )=s /s =1. Podamy teraz dalsze w³asnoœci kowariancji. Dla2 2

matematyka najwa¿niejsza jest dwuliniowoœæ, która wyra¿a siê w nastêpuj¹cych dwu wzorach

Cov(x+x',y) = Cov(x,y)+Cov(x',y),  Cov(ax,y) = aCov(x,y) (9) 

x+y x y³atwych do udowodnienia w oparciu o elementarne w³asnoœci œredniej arytmetycznej (M =M +M

ax xi M =aM ). Dwuliniowoœæ wraz z symetri¹ oraz nastêpuj¹c¹ w³asnoœci¹ kowariancji

Cov(x,c)=0 (10) 

i(c jest sta³¹, tzn. c =c dla i=,…,n), bardzo u³atwiaj¹ wyprowadzanie dalszych w³asnoœci kowariancji
i wspó³czynnika korelacji liniowej. Zacznijmy od wzoru, który umo¿liwia obliczenie wariancji sumy dwu
zmiennych.

x+x' x x' x x' xx' x x's  = s  + s  + 2Cov(x,x') = s  + s  + 2r s s  (11) 2 2 2 2 2

xx'Mówimy, ¿e zmienne x i x' s¹ nieskorelowane, jeœli Cov(x,x')=0 (wtedy te¿ r =0). Dla zmiennych
nieskorelowanych wariancja sumy zmiennych równa jest sumie wariancji.

Bardzo wa¿n¹ w³asnoœci¹ wspó³czynnika korelacji liniowej jest niezmienniczoœæ ze wzglêdu na
przekszta³cenia liniowe dopuszczalne w systemie pomiaru interwa³owego. Za pomoc¹ przekszta³ceñ
liniowych T(x)=ax+b i U(y)=cy+d, gdzie a>0 i c>0 utwórzmy nowe zmienne x'=T(x) i y'=U(y) (niech np.
x i y oznaczaj¹ odpowiednio wzrost i wagê wyra¿one w calach i funtach, a x' i y' te same wielkoœci
wyra¿one w centymetrach i kilogramach). Mamy wówczas

xy x'y'r  = r  (12) 

czyli wartoœæ wspó³czynnika korelacji siê nie zmieni. Jeœli zastosujemy do zmiennej x przekszta³cenie
liniowe takie, ¿e a<0 (np przekszta³cenie x'=6!x, które „odwraca” wartoœci 1–5 przypisane elementom
uporz¹dkowanej 5-punktowej kafeterii dyzjunktywnej), a zmienn¹ y pozostawimy bez zmian,
wspó³czynnik korelacji zmieni tylko znak na przeciwny.

Obliczenie kowariancji czêsto upraszcza poni¿szy wzór, w którym xy oznacza iloczyn zmiennych x

i ii y, czyli zmienn¹, której wartoœci¹ dla i-tej jednostki jest iloczyn x y . 

xy x yCov(x,y) = M  ! M M  (13) 

Dla x=y wzór ten przyjmuje postaæ .  Korzyœæ, jak¹ daje zastosowanie wzoru (13) polega

na tym, ¿e oszczêdzamy na obliczaniu odchyleñ od œrednich dla ka¿dej jednostki.

!
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Wzór (13) mo¿na wykorzystaæ do wyprowadzenia wzoru na kowariancjê dwu zmiennych

11 10 01 00zerojedynkowych u i v. Niech n , n , n  i n  oznaczaj¹ odpowiednio: liczbê przypadków, dla
których zmienne u i v przyjê³y wartoœæ 1; liczbê przypadków, dla których zmienna u przyjê³a wartoœæ
1, a v wartoœæ 0; liczbê przypadków, dla których zmienna u przyjê³a wartoœæ 0, a v wartoœæ 1; liczbê
przypadków, dla których u i v przyjê³y wartoœæ 0. Iloczyn zmiennych zerojedynkowych jest tak¿e
zmienn¹ zerojedynkow¹: uv=1 wtedy i tylko wtedy, gdy u=1 i v=1.

Jak wiadomo, œrednia arytmetyczna zmiennej zerojedynkowej jest równa czêstoœci wzglêdnej

uv 11 u 1. v .1przypadków, dla których zmienna przyjmuje wartoœæ 1. Mamy zatem M =n /n, M =n /n, M =n /n,

.1 11 10 .1 11 01gdzie n =n +n , n =n +n  (czêstoœci, z jakimi zaobserwowano wartoœæ 0 dla zmiennych u i v,

0. 01 00 .0 10 00dane s¹ podobnymi wzorami: n =n +n , n =n +n ). Kowariancja zmiennych u i v wyra¿a siê

11 10 01 00zatem wzorem .  Liczebnoœci n , n , n  i n , oznaczane te¿ a,b,c,d zestawia siê

zwykle w tabeli czteropolowej. Oto przyk³ad, w którym wartoœci 1 i 0 zmiennych u i v oznaczaj¹
odpowiedzi „tak„ i „nie” na dwa pytania dychotomiczne.

u
v

Razem
1 (Tak) 0 (Nie)

1 (Tak)   80   40 120

2 (Nie)   60   70 130

Razem 140 110 250

11 10 1.n n n a b a+b

01 00 0.n n n c d c+d

.1 .0n n n a+c b+d a+b+c+d

11 10 01 00 1.W naszym przyk³adzie: n =a=80, n =b=40, n =c=60, n =d=70, n =a+b=80+40=120,

.1 uv u vn =a+c=80+60=140, a st¹d M =80/250=0.32, M =120/250=0.48, M =140/250=0.56, Cov(u,v)=
0.32!0.48@0.56 = 0.32-0.27 = 0.05.

Kowariancjê mo¿na obliczyæ tak¿e za pomoc¹ równowa¿nego wzoru , w którym

11 00 10 01pojawia siê wielkoœæ n n !n n =ad!bc, zwana iloczynem krzy¿owym. Obliczaj¹c iloczyn
krzy¿owy (mno¿¹c przez siebie dwie liczebnoœci na g³ównej przek¹tnej \ i dwie liczebnoœci na
przeciwleg³ej przek¹tnej /, po czym odejmuj¹c drugi iloczyn od pierwszego) mo¿emy najszybciej
sprawdziæ czy dwie zmienne zerojedynkowe s¹ niezale¿ne (zerowanie siê iloczynu krzy¿owego) czy
zale¿ne dodatnio lub ujemnie. W naszym przyk³adzie ad!bc=80@70!40@60=5600!2400=3200, a wiêc
zmienne u i v s¹ zale¿ne dodatnio.

Zauwa¿my teraz, ¿e wariancje zmiennych u i v wyra¿aj¹ siê wzorami:

,  (otrzymanymi ze wzoru (13)

zastosowanego do pary identycznych zmiennych zerojedynkowych), sk¹d z kolei wynikaj¹ wzory na

odchylenia odchylenia standardowe: , . Teraz gotowe s¹ ju¿ wszystkie

elementy potrzebne do wyprowadzenia wzoru na wspó³czynnik korelacji zmiennych zerojedynkowych.
Oto ten wzór
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 (14) 

Dla danych zestawionych w tabeli obliczyliœmy ju¿ iloczyn krzy¿owy, otrzymuj¹c wartoœæ 3200. Liczbê
tê dzielimy teraz przez pierwiastek z 120@130@140@110= 240240000, równy 15599.7, otrzymuj¹c
wartoœæ 0.205.

Wspó³czynnik korelacji mo¿na obliczaæ dla dowolnych zmiennych dwupunktowych, tak¿e
jakoœciowych, zak³adaj¹c jedynie, ¿e dla ka¿dej zmiennej jedna z wartoœci zostaje wyró¿niona jako
symbol kodowy zajœcia pewnego zdarzenia A (B) interesuj¹cego badacza. Wspó³czynnik r nazywamy

ABwtedy wspó³czynnikiem korelacji zdarzeñ  A i B i oznaczamy r . W zale¿noœci od znaku pokazuje
on czy czêstoœæ wspó³wystêpowania tych zdarzeñ jest wy¿sza czy ni¿sza ni¿ czêstoœæ oczekiwana
w sytuacji, gdy ³¹czne zajœcie obu zdarzeñ jest dzie³em przypadku. Wartoœæ 1 oznacza, ¿e zdarzenia
A i B zawsze zachodz¹ równoczeœnie, natomiast wartoœæ  -1 pojawia siê wtedy, gdy zajœciu A zawsze

ABtowarzyszy niezajœcie B (wtedy te¿ zajœciu B towarzyszy niezajœcie A). Przypadek r =0 ma miejsce
wtedy, gdy B zachodzi równie czêsto wtedy, gdy A zachodzi, jak wtedy, gdy A nie zachodzi. Dodajmy
jeszcze, ¿e przypisanie liczb 1 i 0 odpowiednio zajœciu i niezajœciu wyró¿nionego zdarzenia jest czysto
arbitralne. Wartoœæ wspó³czynnika nie zmieni siê, jeœli liczby te zast¹pimy innymi, byle tylko
zachowany zosta³ porz¹dek. Mo¿emy tak¿e zmieniæ porz¹dek wartoœci na przeciwny (np. jedynkê
zastêpuj¹c zerem, a zero jedynk¹) pod warunkiem, ¿e to samo zrobimy z drug¹ zmienn¹.

Przyk³adem zastosowania wspó³czynnika korelacji zdarzeñ w metodologii socjologicznej jest

WIdefinicja mocy rozdzielczej wskaŸnika W dla indicatum I jako r .

Pearsonowski wspó³czynnik wykorzystuje siê tak¿e do badania zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych.

bOkazuje siê mianowicie, ¿e wspó³czynnik J  Kendalla daje siê zdefiniowaæ jako wspó³czynnik korelacji

x yzmiennych sgn  i sgn  okreœlonych na zbiorze par (i,j) takich, ¿e i<j dla i,j=1,…,n. Wartoœæ zmiennej

x i j i j i jsgn  dla pary (i,j) to znak ró¿nicy, równy -1,0 lub 1 odpowiednio gdy x <x , x =x , x >x . Analogicznie

y b (sgnx)(sgny)definiuje siê sgn . Mamy wówczas J  = r .

Inny wspó³czynnik zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych, zwany wspó³czynnikiem korelacji rang, zosta³
zdefiniowany przez Spearmana wprost jako wspó³czynnik zmiennych rangowych r  i rx y

skonstruowanych ze zmiennych x i y. Ranga i-tej jednostki ze wglêdu na zmienn¹ x jest to numer, jaki
otrzymuje dana jednostka po przepisaniu szeregu statystycznego w porz¹dku niemalej¹cych wartoœci
zmiennej x. Po zmianie numeracji, jednostki przyjmuj¹ce tê sam¹ wartoœæ zmiennej x nastêpuj¹ po
sobie. Dla ka¿dej takiej sekwencji przypadków oblicza siê œredni¹ arytmetyczn¹ rang i liczbê tê
przypisuje wszystkim jednostkom w ramach danej sekwencji, otrzymuj¹c w ten sposób rangi
skorygowane; s¹ to w³aœnie wartoœci zmiennej r .x

i i i i(i)  x r (i) y rx y

 (5)
 (2)
 (3)
 (8)
 (6)
(10)
 (1)
 (9)
 (7)
 (4)

2.0
3.0
3.0
3.0
3.5
3.5
4.0
4.0
4.5
5.0

 1      1 
 2      3 
 3      3 
 4      3 
 5    5.5
 6    5.5
 7    7.5
 8    7.5
 9       9
10    10

(2)
(5)
(9)

(10)
(8)
(3)
(6)
(4)
(7)
(1)

2.0
3.0
3.0
3.0
3.5
4.0
4.0
4.5
4.5
5.0

1     1  
 2     3  
 3     3  
 4     3  
5     5  

  6    6.5
 7    6.5
 8    8.5
 9    8.5
10    10

Dla zmiennych x i y, dla których obliczyliœmy wy¿ej wspó³czynnik korelacji liniowej, obliczymy teraz
wspó³czynnik korelacji rang Spearmana. Najpierw wyznaczamy rangi zwyk³e i skorygowane ze
wzglêdu na x i y. Poniewa¿ póŸniej musimy zestawiæ obok siebie wartoœci r  i r  dla tych samychx y

jednostek, w kolumnie oznaczonej (i) zapisujemy stare numery jednostek. 
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Przepisujemy teraz szereg rang skorygowanych ze wzglêdu na x w porz¹dku jak wy¿ej, a nastêpnie
dopisujemy przy ka¿dej pozycji rangê skorygowan¹ ze wzglêdu na y, odnajduj¹c j¹ wed³ug starego
numeru w szeregu umieszczonym wy¿ej po prawej stronie.
       

(i) r r (a) (b) (ab) (a ) (b ) (d) (d )x y 2 2 2

(5)
(2)
(3)
(8)
(6)

(10)
(1)
(9)
(7)
(4)

 1.0
 3.0
 3.0
 3.0
 5.5
 5.5
 7.5
 7.5
 9.0
10.0

 3.0
 1.0
 6.5
 5.0
 6.5
 3.0
10.0
 3.0
 8.5
 8.5

-4.5
-2.5
-2.5
-2.5
 0.0
 0.0
 2.0
 2.0
 3.5
 4.5

-2.5
-4.5
 1.0
-0.5
 1.0
-2.5
 4.5
-2.5
 3.0
 3.0

11.25
11.25
-2.50
 1.25
 0.00
 0.00
 9.00
-5.00
10.50
13.50

20.25
 6.25
 6.25
 6.25
 0.00
 0.00
 4.00
 4.00
12.25
20.25

 6.25
20.25
 1.00
 0.25
 1.00
 6.25
20.25
 6.25
 9.00
 9.00

-2.0
 2.0
-3.5
-2.0
-1.0
 2.5
-2.5
 4.5
 0.5
 1.5

 4.00
 4.00
12.25
 4.00
 1.00
 6.25
 6.25
20.25
 0.25
 2.25

55.0 55.0 49.25 79.50 79.50 60.50

Pozostaje jeszcze obliczyæ wspó³czynnik korelacji zmiennych r  i r . Œrednie arytmetyczne dla tychx y

rx ryzmiennych równe s¹ M =55.0/10=5.5, M =55.0/10=5.5, zatem odchylenia od œrednich oblicza siê

i i i i i i i2 i2wed³ug wzorów: a =r !5.5, b =r !5.5. Mamy nastêpnie: 3a b =49.25, 3a =79.50, 3b =79.50, a st¹dx x

S i i i2 i2r =(3a b )//(3a  3b )= 49.25/79.50=.62.

Jeœli nie wystêpuj¹ „rangi wi¹zane” (nie powtarza siê ¿adna z wartoœci zmiennych x i y), wspó³czynnik
korelacji Spearmana wyra¿a siê wzorem

 (15) 

iw którym d  oznacza ró¿nicê rang przypisanych i-tej jednostce ze wzglêdu na jedn¹ i drug¹ zmienn¹.
Wzór (15) stosuje siê tak¿e przy niewielkiej liczbie wêz³ów, gdy¿ daje doœæ dobre przybli¿enie. Jego
zastosowanie do rang skorygowanych w powy¿szym przyk³adzie (patrz kolumny (d) i (d )) daje wynik2

0.63. Wspó³czynnikiem Spearmana pos³ugujemy siê najczêœciej, gdy pierwotne dane maj¹ ju¿ postaæ
rangow¹, jak w przypadku, gdy dwie osoby prosimy o uporz¹dkowanie tej samej listy przedmiotów,
np. od najmniej potrzebnego do najbardziej potrzebnego na biwaku (eksperyment Hare'a).

SWspó³czynnik r  obliczony dla pary uporz¹dkowañ mierzy wówczas zgodnoœæ dwu uporz¹dkowañ.

!

Pearsonowski wspó³czynnik korelacji liniowej zdefiniowany zosta³ jako miara zale¿noœci dwu
zmiennych interwa³owych okreœlonych w tej samej populacji (generalnej lub próbie). Opiszemy teraz
sens, jaki posiada ten wspó³czynnik w kontekœcie analizy regresji dwu zmiennych, wyjaœniaj¹c w
szczególnoœci dlaczego parametr ten nosi nazwê wspó³czynnika korelacji liniowej (korelacja jest
synonimem wspó³zale¿noœci).

W naukach œcis³ych zwi¹zki miêdzy zmiennymi opisuje siê za pomoc¹ funkcji liczbo-liczbowych.
Zale¿noœæ funkcyjna miêdzy zmiennymi x i y oznacza zatem istnienie pewnej funkcji f, która dla
ka¿dego obiektu pozwala wyznaczyæ wartoœæ zmiennej zale¿nej y na podstawie znanej wartoœci

i izmiennej niezale¿nej x, tzn. y =f(x ) dla i=1,…,n.  Zale¿noœæ liniowa ma miejsce, gdy odwzorowanie

i if ma postaæ f(x )=a+bx . W analizie statystycznej dwu zmiennych tak¿e wychodzi siê od pojêcia
zale¿noœci funkcyjnej, zak³ada siê jednak, ¿e dane obserwacyjne nie musz¹ byæ idealnie zgodne z
teoretycznym modelem zale¿noœci, co z kolei t³umaczy siê dzia³aniem czynników ubocznych o
charakterze losowym (w tym b³êdem pomiaru). Wartoœæ zmiennej y obserwowan¹ dla i-tego
przypadku przedstawia siê wówczas jako sumê wartoœci wyznaczonej dla tego przypadku przez
zastosowanie funkcji f do obserwowanej wartoœci zmiennej x, oraz b³êdu (zak³ócenia) losowego,
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i i isymbolicznie y =f(x )+e . Zmienn¹ f(x) oznacza siê zwykle í , jej wartoœci nazywa siê wartoœciami

i i iteoretycznymi albo przewidywanymi zmiennej zale¿nej. O zmiennej e, której wartoœci (e =y !í )
nazywamy odchyleniami wartoœci obserwowanych (empirycznych) od wartoœci przewidywanych

y í
(teoretycznych) zak³ada siê, ¿e ma œredni¹ 0, co oznacza, ¿e M =M , oraz jest nieskorelowana z í
(Cov(í ,e)=0).

Badanie zale¿noœci dwu zmiennych zaczynamy zwykle od sporz¹dzenia wykresu rozrzutu,

i iprzypisuj¹c i-tej jednostce badanej punkt (x ,y ) w dwywymiarowym uk³adzie wspó³rzêdnych (na osi
poziomej odk³ada siê wartoœci zmiennej niezale¿nej, a na osi pionowej wartoœci zmiennej zale¿nej).
Jeœli ten sam punkt odpowiada pewnej liczbie przypadków („podwójny wêze³”), fakt ten nale¿y
odnotowaæ na wykresie za pomoc¹ stosownych œrodków graficznych.

Oto wykres rozrzutu sporz¹dzony dla fikcyjnych danych (n=10), dla których obliczaliœmy wy¿ej
wspó³czynnik korelacji.

y

5.0 !

4.5 ! !

4.0 !

3.5 !

3.0 ! ! !

2.5

2.0 !

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

x

A oto bardziej skomplikowany przyk³ad pochodz¹cy z badañ wykonanych w Krakowie w po³owie lat
70-tych. Badano wówczas opinie studentów o p³acach, zadaj¹c respondentom pytania o minimaln¹
i maksymaln¹ p³acê, jak¹ powinien otrzymywaæ absolwent szko³y wy¿szej i absolwent szko³y œredniej.
Na poni¿szym wykresie zmienne x (na osi poziomej) i y  oznaczaj¹ odpowiednio po¿¹dan¹ p³acê po
studiach i po szkole œredniej wyra¿one w tysi¹cach ówczesnych z³otych. Zmienne te otrzymano

x x y ydziel¹c sumê p³acy minimalnej i maksymalnej przez 2 (n=704, M =4.02  s =1.00   M =3.00  s = 0.73

xy r =0.69).

@ 1-5 przypadków; ! 6-30 przypadków; M 31 i wiêcej przypadków
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Jak widaæ, punkty tworz¹ wyd³u¿on¹ chmurê zagêszczaj¹c¹ siê w otoczeniu punktu o wspó³rzêdnych

x y(M ,M ). Jest oczywiste, ¿e zmienne x i y s¹ zale¿ne dodatnio. Narysowano tak¿e prost¹, która w
przybli¿eniu opisuje ten zwi¹zek (ju¿ za chwilê wyjaœnimy w jaki sposób j¹ siê wyznacza).

Zanim zdecydujemy siê na wybór jakiejœ funkcji, mo¿emy najpierw przypisaæ wartoœciom zmiennej

y/xiniezale¿nej warunkowe œrednie arytmetyczne zmiennej zale¿nej: warunkow¹ œredni¹ M  otrzymuje

j j isiê przez zsumowanie wartoœci y  dla wszystkich przypadków spe³niaj¹cych warunek x =x , a

inastêpnie podzielenie sumy przez liczbê takich przypadków. Wykres funkcji, która x

y/xiprzyporz¹dkowuje M , przedstawia poni¿szy rysunek.

  

Obraz zale¿noœci staje siê teraz bardziej przejrzysty, œrednia warunkowa doœæ regularnie roœnie ze
wzrostem x, choæ wykazuje te¿ lokalne wahania, które mo¿na „wyg³adziæ”, obliczaj¹c œrednie
arytmetyczne y w zbiorach jednostek, dla których wartoœci zmiennej x le¿¹ w kolejnych przedzia³ach
klasowych (wy¿ej utworzono przedzia³y o d³ugoœci .5 i œrodkach 2, 2.5 itd. zaznaczonych na osi).
Punkty oznaczone kwadratami, odpowiadaj¹ce tym œrednim, w przybli¿eniu uk³adaj¹ siê w liniê
prost¹, co podsuwa myœl, by do danych zastosowaæ model zale¿noœci liniowej.

Znalezienie funkcji „najlepiej pasuj¹cej” do danych wymaga, po pierwsze, wskazania klasy funkcji,
do której ma nale¿eæ rozwi¹zanie problemu; po drugie, okreœlenia kryterium dopasowania,
dyktuj¹cego wybór „najlepszej” funkcji w danej klasie. Jako kryterium przyjmuje siê minimalizacjê
sumy kwadratów odchyleñ wartoœci obserwowanych zmiennej zale¿nej od wartoœci przewidywanych,

tzn. minimalizacjê wyra¿enia . Postêpowanie to nazywa siê metod¹ najmniejszych

i y/xikwadratów. Jeœli „dopuœciæ do gry” dowolne funkcje, rozwi¹zaniem oka¿e siê funkcja f(x )=M ,
zwana funkcj¹ regresji pierwszego rodzaju. Ze wzglêdu na nieregularnoœæ tej funkcji zwykle wolimy
jednak odwzorowanie bardziej „oddalone” od konkretnych danych, ale za to prostsze, jeœli braæ pod
uwagê wzór i kszta³t wykresu. St¹d naturalna decyzja, aby zachowuj¹c metodê najmniejszych
kwadratów, rozwi¹zania problemu szukaæ w klasie funkcji liniowych. Ka¿da taka funkcja wyznaczona
jest przez dwa parametry: wspó³czynnik b, przez który mno¿y siê wartoœæ x, i wyraz wolny a.

Kryterium ma wtedy postaæ wyra¿enia , w którym wystêpuj¹ ustalone

wartoœci obu zmiennych oraz zmienne parametry a i b, problem zaœ sprowadza siê do tego, aby
znaleŸæ takie wartoœci tych parametrów, przy których wyra¿enie to, traktowane jako funkcja dwu
zmiennych, osi¹ga minimum. W podrêcznikach statystyki jako metodê rozwi¹zania problemu regresji
liniowej podaje siê zwykle obliczenie tzw. pochodnych cz¹stkowych i przyrównanie ich do zera.
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Okazuje siê jednak, ¿e i bez tak potê¿nych œrodków znalezienie rozwi¹zania nie nastrêcza trudnoœci.

nZauwa¿my najpierw, ¿e funkcje K(a,b) i K'(a,b)=(1/ )K(a,b) („œredni kwadrat odchylenia
obserwowanych wartoœci y od wartoœci teoretycznych”) przyjmuj¹ minimum w tym samym punkcie,
mo¿na wiêc tê drug¹ funkcjê wykorzystaæ jako miarê dopasowania funkcji liniowej do danych.
Wyznaczenie minimum funkcji K' okazuje siê banalnie ³atwe po przedstawieniu K'(a,b) jako sumy
trzech sk³adników jak ni¿ej.

 (16) 

(rachunkowe sprawdzenie powy¿szej równoœci jest wprawdzie doœæ ¿mudne, ale nie wymaga
znajomoœci rachunku ró¿niczkowego). W trzecim sk³adniku niewiadome a i b nie wystêpuj¹, natomiast
pierwszy i drugi sk³adnik s¹ kwadratami pewnych wyra¿eñ, wiêc co najwy¿ej mog¹ byæ równe 0. W
konsekwencji otrzymujemy wzór

xy yMin K'(a,b) = (1!r )s  (17) 2 2

zaœ liczby, dla których funkcja K' przyjmuje wartoœæ minimaln¹ musz¹ spe³niaæ uk³ad równañ

x xy y y xbs !r s =0,   M !a!bM =0 (18) 

(w literaturze statystycznej równania te nazywaj¹ siê równaniami normalnymi). W pierwszym równaniu
wystêpuje tylko jedna niewiadoma b. Rozwi¹zuj¹c je, otrzymujemy wzór

 (19*) 

yx yxWspó³czynnik b  nazywamy wspó³czynnikiem regresji liniowej y wzglêdem x. Po podstawieniu b
do drugiego równania (18), rozwi¹zujemy je ze wzglêdu na niewiadom¹ a, otrzymuj¹c wynik

yx y yx xa =M !b M . Poszukiwana funkcja liniowa, najlepiej pasuj¹ca do danych dana jest zatem wzorem

yx yx y yx x yxí =b x+a . Po wstawieniu M !b M  w miejsce a  i prostych przekszta³ceniach otrzymujemy
nastêpuj¹ce równanie, zwane równaniem regresji liniowej

y yx xí !M =b (x!M ) (20*) 

x yJest to równanie prostej przechodz¹cej przez punkt o wspó³rzêdnych (M ,M ) i nachylonej do osi x

yx yxpod k¹tem zale¿nym od b  (dok³adniej, b =tg $, gdzie $ jest k¹tem nachylenia). Znak wspó³czynnika
regresji liniowej, który w zwi¹zku ze wzorem (19) jest taki sam jak znak wspó³czynnika korelacji,

yxinformuje o kierunku zale¿noœci. Wartoœæ bezwzglêdna b  pokazuje, w jakim stosunku pozostaje
odchylenie teoretycznej zmiennej zale¿nej od swojej œredniej do odchylenia zmiennej niezale¿nej od
swojej œredniej.

W 1885 roku angielski uczony Franciszek Galton opublikowa³ wyniki swoich badañ nad zale¿noœci¹
wzrostu dzieci od wzrostu rodziców. Stwierdzi³, ¿e wprawdzie wysocy ojcowie maj¹ na ogó³ wysokich
synów, a wiêc zale¿noœæ jest dodatnia, ale w nastêpnych pokoleniu ma miejsce „cofanie siê ku
przeciêtnoœci” (regression towards mediocrity), tzn. wzrost syna le¿y bli¿ej œredniej w populacji synów
ni¿ wzrost jego ojca porównany ze œredni¹ w populacji ojców. Formalnie prawid³owoœæ ta oznacza,

yx yx¿e 0<b <1 (sytuacja taka ma miejsce tak¿e w naszych danych p³acowych, gdzie b =.50). W taki oto

yxsposób narodzi³ siê termin „regresja”, który obecnie stosowany jest tak¿e, gdy b >1, i oznacza
statystyczn¹ zale¿noœæ funkcyjn¹.

yxZe wzoru (19) wynika, ¿e wartoœæ wspó³czynnika b  zale¿y zarówno od wspó³czynnika korelacji

xy x yr  jak i odchyleñ standardowych s  i s . Je¿eli zmienne x i y mierzone s¹ w tych samych jednostkach
(tak by³o u Galtona i w naszym przyk³adzie), wówczas po zmianie jednostki miary, co wymaga u¿ycia
tego samego przekszta³cenia liniowego (dopuszczalnego dla pomiaru interwa³owego), wspó³czynnik
regresji liniowej nie zmieni wartoœci. Dla dwu zmiennych, z których ka¿da jest mierzona w innych
jednostkach, jak np. wzrost i waga, zmiana np. centymetrów na cale i kilogramów na funty bêdzie

yxmia³a wp³yw na wartoœæ bezwglêdn¹ b ; po takiej zmianie prosta regresji mo¿e byæ mniej lub bardziej
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„stromo” po³o¿ona w stosunku do osi poziomej, aczkolwiek efekt wznoszenia siê lub opadania,
zale¿ny tylko od znaku, zachowa siê. Nachylenie prostej regresji nie musi mieæ zwi¹zku z „si³¹”

yxzale¿noœci liniowej poza przypadkiem b =0 oznaczaj¹cym (o czym ni¿ej) „brak zale¿noœci liniowej”.
Zapamiêtajmy tak¿e, ¿e inaczej ni¿ wspó³czynnik korelacji, wspó³czynnik regresji liniowej jest

xy xy x yparametrem niesymetrycznym: wspó³czynnik b =r (s /s ) (wspó³czynnik regresji liniowej x wzglêdem

yxy) nie musi byæ równy b . Oba wspó³czynniki maj¹ jednak ten sam znak (równy znakowi
wspó³czynnika korelacji) a ponadto powi¹zane s¹ nastêpuj¹cym wzorem (otrzymanym przez
pomno¿enie stronami dwu wariantów wzoru (19))

yx xy xyb b  = r  (21) 2

z którego z kolei wynika, ¿e wartoœæ bezwzglêdn¹ wspó³czynnika korelacji liniowej mo¿na wyznaczyæ

ze wzoru .

xyPrzekszta³caj¹c wzór (19) przez wstawienie w miejsce r  wzoru definicyjnego (5), otrzymujemy
równoœci

 (22) 

yxOstatnie wyra¿enie mo¿e s³u¿yæ jako wzór roboczy do obliczania b  (analogiczny wzór, maj¹cy w

y xymianowniku 3(y!M ) , s³u¿y do obliczania b ).2

!

yx yxPrzedstawmy teraz empiryczn¹ zmienn¹ zale¿n¹ y jako sumê zmiennej teoretycznej í =a +b x i
odchylenia (b³êdu dopasowania) y!í  i obliczmy parametry statystyczne dla obu sk³adników takiego

í y y-í
rozk³adu. £atwo sprawdziæ, ¿e M =M , sk¹d wynika natychmiast, ¿e M =0. Obliczenie wariancji í

í yx x xy y y-í
daje nastêpuj¹cy wynik s =b s =r s . Wariancja zmiennej y! í , z uwagi na to, ¿e M =0, to po2 2 2 2 2

yx yxprostu œrednia arytmetyczna zmiennej (y! í ) , równa K'(a ,b ). Minimum K'(a,b) przypada w punkcie2

yx yx xy y(a ,b ) i jak wiemy ze wzoru (17) jest równe (1!r )s . W ten sposób udowodniliœmy nastêpuj¹ce2 2

formu³y

í xy y y-í xy ys =r s ,  s  = (1!r )s  (23) 2 2 2 2 2 2

Wariancja y!í  nosi nazwê wariancji resztowej. Podane wy¿ej wzory implikuj¹ równoœæ

y í y-í
s  = s  + s  (24*) 2 2 2

Jak wiadomo, wariancja sumy dwu zmiennych jest równa sumie ich wariancji wtedy i tylko wtedy, gdy
zmienne te s¹ nieskorelowane. Równoœæ (24) implikuje zatem równoœæ Cov(í ,y-í )=0.

Wzór (24) interpretuje siê jako rozk³ad zmiennoœci ca³kowitej y na dwa sk³adniki, z których pierwszy
to zmiennoœæ wyjaœniona przez model zale¿noœci liniowej od zmiennej x, a drugi to „reszta”, czyli
zmiennoœæ niewyjaœniona na gruncie przyjêtego modelu. Poniewa¿ wariancja wyjaœniona jest równa

xy yr s , kwadrat wspó³czynnika korelacji liniowej informuje jak¹ czêœæ zmiennoœci ca³kowitej zmiennej2 2

zale¿nej stanowi zmiennoœæ wyjaœniona przez liniowe oddzia³ywanie zmiennej niezale¿nej.

xy y y-í xyWielkoœæ (1!r )s  jako równa s  nie mo¿e byæ mniejsza od 0. W konsekwencji 1!r $0, a2 2 2 2

st¹d

xy xy0 # r  # 1,  -1 # r  # 1  (25*)2

xy xyJeœli r =1, czyli r =1 lub -1), mówimy, ¿e miêdzy zmiennymi x i y zachodzi korelacja doskona³a.2

i iy-í
Wariancja resztowa s  jest wtedy równa 0, to zaœ oznacza, ¿e y!í =0, a st¹d í =y  dla ka¿dego i. Na2

wykresie rozrzutu wszystkie punkty le¿¹ wtedy na prostej regresji. 
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xy xy yxJeœli r =0, czyli r =0, mówimy o ca³kowitym braku zale¿noœci liniowej. Mamy wówczas b =0 i2

yrównanie regresji przybiera postaæ í =M , wyznaczaj¹c prost¹ przebiegaj¹c¹ równolegle do osi x i

yprzecinaj¹c¹ oœ y w punkcie (0,M ). Na wykresie punkty mog¹ byæ rozrzucone chaotycznie wokó³ tej
prostej, mog¹ jednak tak¿e uk³adaæ siê wokó³ pewnej krzywej. Brak zale¿noœci prostoliniowej nie
wyklucza zatem innej formy zale¿noœci.

Podsumowaniem interpretacji Pearsonowskiego wspó³czynnika korelacji liniowej w kontekœcie teorii
regresji liniowej niech bêdzie zestawienie piêciu mo¿liwych sytuacji.

(1) Doskona³a dodatnia zale¿noœæ liniowa (2)  Niedoskona³a dodatnia zale¿noœæ liniowa     

xy xy          r  = 1   0 < r  < 1 

(3) Brak zale¿noœci liniowej

xy r  = 0

(4) Niedoskona³a ujemna zale¿noœæ liniowa (5) Doskona³a ujemna zale¿noœæ liniowa

xy xy     -1 < r  < 0  r  = -1

Na tym zakoñczê wyk³ad poœwiêcony badaniu zale¿noœci dwu zmiennych porz¹dkowych i
interwa³owych, œwiadomie ograniczony do zagadnieñ le¿¹cych w polu zainteresowania statystyki

xy yxopisowej. Wspó³czynniki r  i b  zwykle oblicza siê z próby losowej, a otrzymane wartoœci traktuje

XY YXjako oceny nieznanych parametrów D  i $  w populacji generalnej (X i Y oznaczaj¹ tu zmienne
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losowe). Problemy wnioskowania statystycznego dotycz¹cego tych parametrów omówione zostan¹
na osobnym wyk³adzie.

Tekst ten powsta³ w roku akademickim 2000/2001 na u¿ytek zajêæ ze Statystyki, które prowadzi³em

wówczas na kierunku socjologia w W SBiP w Ostrowcu Œw. Przygotowuj¹c wyk³ad na temat badania

zale¿noœci zmiennych porz¹dkowych i interwa³owych, korzysta³em z ogólnie dostêpnych podrêczników

oraz skryptu Grzegorza Lissowskiego, Zale¿noœci statystyczne miêdzy uporz¹dkowaniami (W arszawa

1978: W SNS). W  roku akademickim 2008/2009 star¹ notatkê wykorzysta³em ponownie na zajêciach ze

statystyki dla  studentów  socjologii Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie. Tym razem zapis wyk³adu,

wczeœniej dostêpny tylko w  formie wydruku na papierze, umieœci³em do wgl¹du publicznego na swojej

stronie.

http://www.cyf-kr.edu.pl/~ussozans/

26/04/09


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14

