Dr Tadeusz Sozanski

Badanie zaleznosci zmiennych porzadkowych i interwatowych

Rozwazmy dwie zmienne x i y okreslone dla tej samej zbiorowosci ztozonej z n jednostek (wartosci
zmiennych x i y dla i-tej jednostki badanej bedziemy oznaczac x;i y;). Zatézmy, ze obie zmienne sg
mierzalne w sposdb co najmniej porzadkowy. Zalezno$¢ dodatnig miedzy x i y okre$la sie jako stan
rzeczy polegajacy na tym, ze ,wzrostowi wartoSci zmiennej x na ogot towarzyszy wzrost wartosci
zmiennej y”. Inaczej méwiac, jesli dla pewnej pary jednostek J, j mamy Xi<X;, to ,na ogot” zachodzi
takze nierownos¢ Yi<Yj- Woweczas, jesli np. x oznacza ,wyksztatcenie” a y ,dochdd”, osoba i, majaca
wyksztatcenie nizsze od osoby j, musiataby mie¢ takze nizszy od niej dochod. Gdyby sytuacja taka
powtarzata sie bez wyjatkéw, mielibySmy do czynienia z doskonatg zalezno$cig dodatnig. Z kolei
doskonata zaleznosc ujemna miataby miejsce, gdyby nierébwnosc¢ x<x; zawsze pociggata za sobg
nierébwnosc y>y;. [dealng zaleznosc¢ jednego lub drugiego rodzaju rzadko spotyka sig¢ w rzeczywistych
danych, dlatego tez ocena kierunku zalezno$ci musi sie opieraé¢ na poréwnaniu liczby par, dla ktérych
porzadek wedtug wartosci zmiennej y jest taki sam jak porzadek wedtug wartosci zmiennej x, i liczby
par, dla ktérych porzadek ten ulega odwréceniu. Doktadniej, dla dowolnej nieuporzadkowanej pary
jednostek {i,j} zachodzi jeden z pieciu warunkow:

1) Xi<X; i Yi<Y; lub XX i YPY; takg pare nazywamy zgodnie uporzgdkowana;

2) Xi<X; i YPY, lub XX i Yy takg pare nazywamy niezgodnie uporzagdkowanag,;
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(5) Xi=X; i Y& mowimy wtedy, ze para jest podwdjnie powigzana;

~

Xi=X; iy* Y; mowimy, ze para jest powigzana (zawiera wezet) ze wzgledu na zmienng X;

(
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Xi*X; i Y& mowimy, ze para jest powigzana (zawiera wezet) ze wzgledu na zmienng y;

Liczbe par typu (1)—(5) oznacza si¢ odpowiednio P, Q, X,, Y, Zj. Liczba 2n(n-1) wszystkich
nieuporzadkowanych par, jakie mozna utworzyé z n jednostek, jest zatem roéwna sumie
P+Q+Xy+Yy+Z,. Zaleznosc dodatnia to przypadek P>Q (pary zgodnie uporzadkowane przewazajq
nad niezgodnie uporzadkowanymi), zas przypadek P<Q (pary niezgodnie uporzadkowane wystepujg
czesciej od zgodnie uporzgdkowanych) to zalezno$c ujemna; gdy P=Q, méwimy o braku zaleznosci.
Zauwazmy takze, ze cho¢ jedng ze zmiennych oznaczyliSmy tu symbolem x, a drugq y, pierwszej
przypisujac niejako role zmiennej niezaleznej (wyjasniajacej), a drugiej role zmiennej zaleznej
(wyjadnianej), w istocie obie zmienne wystepujg tu ,na réwnych prawach”. Pojecie zaleznoéci jest
symetryczne, stad nalezatoby méwi¢ raczej o wspoétzaleznoSci.

Opierajac sie na réznicy P-Q, Kendall zdefiniowat trzy wspétczynniki zalezno$ci dla zmiennych
porzadkowych T, (tau-a), T, (tau-b), T, (tau-c). Wspotczynnik T, ktdry otrzymuje sie dzielac P-Q
przez '2n(n-1), stosuje sie przy braku weztow (X,=0, Y,=0, Z,=0). W badaniach socjologicznych
zmienne porzadkowe, takie jak np. wyksztatcenie, majg zwykle niewielkg liczbe wartosci w
porownaniu z liczbg jednostek w probie, a wiec pewne wartosci muszg sie powtarzac¢. W tej sytuacji
stosuje si¢ zazwyczaj wspotczynnik T, dany wzorem

* [(PrOFR) (PO+T,) (1)

Wielkos¢ P+Q+Y/, daje sig przedstawic inaczej jako 2n(n-1 )—(XO+ZO), z kolei Xy*+Z, to liczba par i,j
takich, ze x=x;. Jesli zmienna x przyjmuje k réznych wartoéci X1%,....X", z czgstosciami ny,...,n,,
wowczas Ilczba par jednostek przyjmujacych warto$¢ x;* jest rowna '2nj (nj 1), itd. SumUJap te
wielkosci dla j=1,...,k dostaniemy zatem Xy+Z,,. Podobnle oblicza sie "Yy+Z,, a nastgpnie
P+Q+Xy="2n(n-1)- (YO+ZO).

Pokazemy teraz jak wyznaczy¢ Pi Q na przyktadzie tabeli (dane fikcyjne, ale realistyczne), w ktére;j
przedstawiono tgczny rozkfad liczebnosci dla dwu zmiennych porzadkowych x i y opisanych jako
~wyksztatcenie” i ,stosunek do kary smierci”. Wyksztatcenie jest tu zmienng o trzech wartosciach: 1
(wyksztatcenie ,co najwyzej zawodowe”), 2 (,srednie”) i 3 (,wyzsze”). Wartosci 1, 2, 3 i 4 zmiennej
y przypisanej pytaniu ,Czy jeste$ za przywrdceniem kary $mierci?” oznaczajg odpowiednio



odpowiedzi ,Zdecydowanie nie”, ,Nie”, ,Tak” i ,Zdecydowanie tak”. Jak wida¢, cata populacja, liczaca
500 jednostek, sktada sie z 12 klas odpowiadajacych wszystkim mozliwym potgczeniom wartosci
zmiennych xi y. Liczebnosci klas umieszczono w ,komérkach” tabeli ponumerowanych od (1) do (12).

y X
Wyksztatcenie
Czy j(?st_eé za 1 5 3 Razem
karg Smierci? Podst/zawod. Srednie Wyzsze
1 Zd.nie (1) 20 (2) 20 (3) 10 50
2 Nie (4) 30 (5) 20 (6) 50 100
3 Tak (7) 150 (8) 70 (9) 30 250
4 Zd.Tak (10) 50 (11) 40 (12) 10 100
Razem 250 150 100 500

Rozwazmy dowolng pare jednostek i zatézmy, ze jeden z dwu elementdéw nalezy do klasy (1). Jesli
drugi element pary lezy w tej samej komorce, oba elementy nie roznig sie warto$cig zaréwno x jak
i y (podwojny wezet); gdy drugi element pochodzi z ktérejs z komorek (4), (7) lub (10) lezacych w tej
samej kolumnie tabeli, mamy wezet ze wzgledu na x, natomiast wezet ze wzgledu na y pojawia sie,
gdy drugi element wezmiemy z komoérki (2) lub (3) lezacej w tym samym wierszu tabeli. Zauwazmy
teraz, ze wszystkie pary o drugim elemencie nalezgcym do ktorej$ z pozostatych komérek (5), (6),
(8), (9), (11) i (12) sa zgodnie uporzadkowane. Par takich, ze jeden element pochodzi z komérki (1),
a drugi z jakiejs komorki sposrod 6 komérek potozonych w tabeli ponizej i na prawo od komorki (1)
jest 20(20+50+70+30+40+10)=20-220=4400.

Pierwszy
element Liczba par zgodnych Liczba par niezgodnych
z komoérki
1 20(20+50+70+30+40+10) = 4400 —
2 20(50+30+10) = 1800 20(30+150+50) = 4600
3 — | 10(30+20+150+70+50+40) = 3600
4 30(70+30+40+10) = 4500 —
5 20(30+10) = 800 20(150+50) = 4000
6 - 50(150+70+50+40) = 15500
7 150(40+10) = 7500 -
8 70-10 = 700 70-50 = 3500
9 - 30(50+40) = 2700
P =19700 Q = 33900

Niech teraz pierwszy element pary pochodzi z komoérki (2). Jak poprzednio, pary zgodne powstajg
przez dodanie elementéw z komérek potozonych ponizej i na prawo od komorki (2); sg to komorki (6),
(9) i (12), a liczba takich par jest rowna 20(50+30+10)=20-90=1800. Jesli natomiast dotgczy¢ do
elementu z komorki (2) element pochodzacy z ktoérejs z komoérek (4), (7), (10) potozonych ponizej i
na lewo od komorki (2), otrzymamy pare niezgodnie uporzadkowana. Par takich jest 20(30+150+50) =
20-230=4600. Zauwazmy dalej, ze biorgc pierwszy element z komoérki (3), a drugi z komérek
potozonych ponizej i na lewo od tej komdérki, otrzymamy zawsze pare niezgodng. Po przejsciu do
drugiego wiersza sytuacja o tyle sie zmienia, ze jako drugi element pary moglibysmy wzig¢ jednostke
Z pierwszego wiersza, jednak otrzymana para zostata uwzgledniona juz wczesniej, a zatem aby
unikngé¢ podwajnego liczenia drugi element bierzemy zawsze z komoérki potozonej nizej w tabeli.
Postepujac w ten sposob, otrzymamy zestawienie podane w powyzszej tabeli.

Tak wiec P- Q= -14200 i zaleznos¢ jest ujemna (,im wyzszy poziom wyksztatcenia, tym nizsza
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akceptacja kary smierci”). Aby obliczy¢ wspotczynnik Ty, trzeba jeszcze wyznaczy¢ Xy+Zy i Yy+Z,.
Pierwsza 2z tych wielkosci jest rowna 12250-249+2150-149+12100-99=47250, a druga
1250-49+12100-99+12250-249+12100-99 = 42250. Mamy takze 2n(n-1) = 2500-499 = 124750, a stad
P+Q+Yp="2n(n-1)-(Xy+Zy) = 124750-47250 = 77500 i P+Q+Xy="2n(n-1)-(Yy+Zy)= 124750-42250
= 82500. Pierwiastek z iloczynu tych wielkosci w przyblizeniu rowna sig 79961, a stad 1, = -0.18.

Wspdtczynnik T, przyjmuje wartosci z przedziatu [-1,1], jednak wartosci skrajne moze osiggac jedynie
wtedy, gdy k=I, gdzie k i | oznaczajg liczby réznych wartosci zmiennych odpowiednio x i y (w
przyktadzie k=3 i I=4). Aby temu zaradzi¢, Kendall zaproponowat drugi spos6b unormowania réznicy
P-Q przez podzielenie jej przez v2(n2(m-1)/m), gdzie m jest mniejsza z liczb k i I. Otrzymany w ten
sposob wspdfczynnik T, w naszym przyktadzie jest rowny -0.17, a wigc niewiele rozni sie od 1,. Oba
warianty tau obliczane sg w SPSS dla tabeli dwudzielczej w ramach komendy CROSSTABS.

Tamze dostepny jest jeszcze jeden wspotczynnik zalezno$ci zmiennych porzadkowych oparty na
roznicy P-Q, oznaczany literg y (gamma) i obliczany wedtug wzoru zaproponowanego przez
Goodmana i Kruskala.

o 2)

Y

Wspotczynnik ten przyjmuje wyzsze wartosci od T, i T, i z tego zapewne wzgledu jest zwykle
preferowany przez socjologéw. W naszym przyktadzie y=-14200/(19700+33900)= -14200/53600=
-0.26.

Badanie zaleznosci zmiennych porzadkowych mozna oprzeé takze na poréwnaniu liczby jednostek
zgodnie i niezgodnie potozonych w stosunku do wartosci sSrodkowych w szeregach statystycznych x
i y. Niech Me, i Me,, oznaczajg mediany zmiennych x i y. Jednostka / jest zgodnie pofozona, gdy
x>Me, i y,->MeyIub x<Me, iy<Me , a niezgodnie potozona, gdy x>Me, iy<Me  lub x,<Me, iy>Me,.
Stosownie do tego, ktory z trzecﬁ mozliwych przypadkow ma miejsce dla i-tej jednostki: x>Me,,
x=Me, i x<Me,, przypiszmy jej odpowiednio liczbg 1,0i-1, otrzymujgc w ten sposob zmienng zwang
znakiem odchylenia od Me,. Podobnie definiuje si¢ znak odchylenia od mediany zmiennej y. lloczyn
znakdéw odchylen od median jest zmienng takze przyjmujacg wartosci 1, 0, -1. Jej wartos¢ wskazuje
czy jednostka jest zgodnie czy niezgodnie potozona, czy znajduje sie w srodku jednego z szeregow.
Srednia arytmetyczna tej zmiennej, réwna réznicy miedzy liczba jednostek zgodnie potoZzonych a
liczbg jednostek niezgodnie potozonych, zwana wspofczynnikiem korelacji ¢wiartkowej, moze stuzy¢
takze jako miara zaleznosci zmiennych porzgdkowych.

Dla zmiennych ilosciowych (mierzalnych w sposdb co najmniej interwatowy) takze rozwaza sie
odchylenia wartosci zmiennych od miar tendencji centralnej, tym razem jednak potozenie i-tej
jednostki w populacji okresla si¢ przez porownanie x; ze srednig arytmetyczng M,, przy czym
uwzglednia sie nie tylko znak odchylenia od Sredniej, ale i jego rozmiar. Majgc dane dwie zmienne
xiyosrednich M, i M,, mozemy obliczy¢ sume iloczynéw odchylen od érednich Y (x,- M, )(y;- My) dla
i=1,...,n. W sumie tej moga wystepowac iloczyny dodatnie i ujemne oraz iloczyny zerowe (jedna ze
zmiennych ma wartos$¢ rowng sredniej dla tej zmiennej), nie wptywajace na warto$¢ sumy, ktérej
wartos¢ i znak informujg zatem, ktore iloczyny, dodatnie czy ujemne ,wazg” bardziej. Tym razem nie
musi to oznaczac przewagi liczebnej odchylen zgodnych nad odchyleniami niezgodnymi co do znaku,
jak byto w przypadku zmiennych porzadkowych, gdyz liczy sie teraz takze warto$¢ bezwgledna
iloczynu odchyleh od srednich. Okazuje sie ponadto, ze okreslenie kierunku zaleznosci oparte na
odchyleniach od S$rednich jest rownowazne okresleniu wykorzystujagcemu iloczyny réznic wartosci
zmiennych dla poszczegolnych par {i,j}. Zachodzi mianowicie nastepujgca rownos¢ (dowodzi sie jg
na drodze czysto rachunkowej):

n Y (x,-M) (v,-M) =) (x;-x.) (v;~y,) 3)
i=1

i<j

Sumowanie po prawej stronie obejmuje wszystkie pary jednostek, a wiec liczba sktadnikéw jest rowna
2n(n-1) (w parze {ij} elementy zapisuje sie w kolejnosci podyktowanej przez porzgdek numerow,
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stad oznaczenie i<j pod znakiem sumy).

Srednig z iloczynéw odchylen od $rednich nazywamy kowariancjg zmiennych x i y i oznaczamy
Cov(x,y). Wzor definicyjny ma zatem postac:
1 & *

Cov(x,y)= M(X_Mx) ey = ; y;™M) (4™

(Gwiazdg zaznaczono wzory, ktore nalezy zapamieta¢ do egzaminu). Obliczajac kowariancje z proby

losowej jako oszacowanie nieznanej kowariancji w populacji generalnej (kowariancji dwu zmiennych

losowych) sume iloczynéw odchylen dzieli sie nie przez n lecz przez n-1. Kowariancja z proby tak

zdefiniowana jest wéwczas ,nieobcigzonym estymatorem” kowariancji w populacji generalnej (tzn.

przy pobieraniu wielu réznych prob z tej samej populacji oszacowanie ,Srednio” dawaé¢ bedzie
poprawny, nie zanizony ani nie zawyzony wynik).

Zdefiniujemy teraz wspoétczynnik korelacji liniowej Iey (zwany czesto wspotczynnikiem Pearsona)

zmiennych x i y jako iloraz kowariancji Cov(x,y) i iloczynu odchylen standardowych s, i S,

_ Cov(x,y) .

rXY - Sx Sy (5 )

Oczywiscie parametr ten oblicza sie jedynie wtedy, gdy zadna ze zmiennych nie jest statg, tzn. s,>0
i s,>0. Wspétczynnik korelacji jest podstawowg miarg zaleznosci dla zmiennych ilosciowych. Z
oczywistych wzordw (symetria kowariancji i wspétczynnika korelacji liniowej)

Cov(x,y)=Cov(y,X), Iy, =ryy (6)
wynika, ze parametry te charakteryzujg wzajemny zwigzek dwu zmiennych zaréwno co do sity
(wartos¢ bezwzgledna) jak i znaku (zaleznos¢ dodatnia lub ujemna). Wspétczynnik korelacji jest
wygodniejszy od kowariancji ze wzgledu na to, ze przyjmuje wartosci z przedziatu [-1,1] (fakt ten
udowodniony zostanie pézniej). Do obliczania Iy stosuje sie zwykle nastepujgcy wzor wynikajacy
wprost z definicji.

Y (x,7M) (v, M)

i=1

v~ T (7)
JE g,

i=1

Dla przyktadu zbadajmy zaleznos¢ miedzy ocenami z dwu przedmiotow w grupie 10 oséb.

il x|y | M| yM, | eMYY-M,) | eM)P | (M2
1140 |50 | 045 | 135 06075 | 0.2025 | 1.8225
2 |30 [20 | -055 | -1.65 09075 | 0.3025 | 27225
3|30 |40 | 055 | 0.35 01925 | 03025 | 0.1225
4 |50 |45 | 145 | 0.85 12325 | 21025 | 0.7225
5|20 [30 | -155 | -0.65 1.0075 | 24025 | 04225
6 |35 |40 | -005 | 035 -0.0175 | 0.0025 | 0.1225
7 |45 |45 | 095 | 085 0.8075 | 0.9025 | 0.7225
8 |30 |35 | -055 | -0.15 0.0825 | 0.3025 | 0.0225
9 |40 |30 | 045 | -0.65 -0.2925 | 02025 | 04225
10 (35 |30 | -0.05 | -065 0.0325 | 0.0025 | 0.4225

355 | 36.5 41750 | 6.7250 | 7.5250

Oceny te zestawiono nizej w dwu kolumnach oznaczonych x i y (i w pierwszej kolumnie to numer
jednostki badanej). Zaczynamy od zsumowania wartosci zmiennych x i y, otrzymujac liczby 35.5 i



36.5, skad M,=3.55 i M, =3.65. Nastepnie obliczamy odchylenia od srednich dla obu zmiennych
(kolumny x-M, i y- My), iloczyny odchylen (kolumna (x-M, )(y-My) i kwadraty odchylen od sredniej
dla x i dla y. Po Zsumowaniu trzech ostatnich kolumn otrzymujemy: Z(fox)(nyy)=4.175,
Y (x-M,)?=6.725, Y (y- My)2=7.525, a stad r,,= 0.59.

Majac dowolne m zmiennych iloSciowych okreslonych w tym samym zbiorze jednostek mozemy
wyznaczy¢ dla kazdej uporzgdkowanej pary zmiennych o numerach (g,h) ich wspotczynnik korelacji,
oznaczony ryp, otrzymujac w ten sposéb tablice o m wierszach i m kolumnach, zwang macierzg
korelacji (macierz ta stuzy jako ,pétfabrykat” w rozmaitych analizach wielozmiennowych). Macierz
korelacji jest symetryczna, tzn. r, h=hg dla dowolnych g,h=1,...,m, a na gtdwnej przekatnej ma same
jedynki, tzn. rgg=1 dla g=1,...,m. Ltatwo wykazac, ze wspdétczynnik korelacji dowolnej zmiennej z nig
samg jest zawsze réwny 1. Zauwazmy najpierw, ze kowariancja jest uogélnieniem wariancji na
przypadek dwu zmiennych:

Cov(x,x)=s,? (8)

W konsekwenciji r,,=Cov(x,X)/(s,S,)=s,%/s,>=1. Podamy teraz dalsze wiasnosci kowariancji. Dla
matematyka najwazniejsza jest dwuliniowos¢, ktéra wyraza sie w nastepujacych dwu wzorach

Cov(x+x',y) = Cov(x,y)+Cov(x',y), Cov(ax,y) = aCov(x,y) (9)

tatwych do udowodnienia w oparciu o elementarne wtasnosci $redniej arytmetycznej (M,

=M +M
. . .. . . L . % Xy
i Mj,=aM,). Dwuliniowos$¢ wraz z symetrig oraz nastgpujaca wtasnoscia kowariancji

ty

Cov(x,c)=0 (10)

(c jest stafg, tzn. ¢c=c dla i=,...,n), bardzo utatwiajg wyprowadzanie dalszych wtasnosci kowarianciji
i wspotczynnika korelacji liniowej. Zacznijmy od wzoru, ktéry umozliwia obliczenie wariancji sumy dwu
zmiennych.

S2 iy = S2 + 82, + 2C0V(x,X) = 82, + S2,. + 21, S, (11)
Mowimy, ze zmienne x i x' sg nieskorelowane, jesli Cov(x,x')=0 (wtedy tez r,,~0). Dla zmiennych
nieskorelowanych wariancja sumy zmiennych réwna jest sumie wariancji.

Bardzo wazng wtasnoscig wspotczynnika korelacji liniowej jest niezmienniczos¢ ze wzgledu na
przeksztatcenia liniowe dopuszczalne w systemie pomiaru interwatowego. Za pomocag przeksztatcen
liniowych T(x)=ax+bi U(y)=cy+d, gdzie a>0 i c>0 utworzmy nowe zmienne x'=T(x) i y'=U(y) (niech np.
X i y oznaczajg odpowiednio wzrost i wage wyrazone w calach i funtach, a x' i y' te same wielkoSci
wyrazone w centymetrach i kilogramach). Mamy wéwczas

ey = Iy (12)

czyli wartos¢ wspotczynnika korelacji sie nie zmieni. Jesli zastosujemy do zmiennej x przeksztatcenie
liniowe takie, ze a<0 (np przeksztatcenie x'=6-x, ktére ,odwraca” wartosci 1-5 przypisane elementom
uporzadkowanej 5-punktowej kafeterii dyzjunktywnej), a zmienng y pozostawimy bez zmian,
wspotczynnik korelacji zmieni tylko znak na przeciwny.

Obliczenie kowariancji czesto upraszcza ponizszy wzoér, w ktérym xy oznacza iloczyn zmiennych x
i y, czyli zmienna, ktdrej wartoscia dla i-tej jednostki jest iloczyn x;y;.

Cov(x,y) = Mxy - MXMy (13)

Dla x=y wzdr ten przyjmuje postac sj =M - (M) 2, Korzys¢, jakg daje zastosowanie wzoru (13) polega
na tym, ze oszczedzamy na obliczaniu odchylen od $rednich dla kazdej jednostki.
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Wzoér (13) mozna wykorzystac do wyprowadzenia wzoru na kowariancje dwu zmiennych
zerojedynkowych u i v. Niech nq4, nyg, ng4 i Nyg 0znaczajg odpowiednio: liczbe przypadkow, dla
ktérych zmienne u i v przyjety wartosé 1; liczbe przypadkow, dla ktdrych zmienna u przyjeta wartosc
1, a v wartosc¢ 0; liczbe przypadkow, dla ktérych zmienna u przyjeta warto$¢ 0, a v wartos¢ 1; liczbe
przypadkéw, dla ktérych u i v przyjety warto$é 0. lloczyn zmiennych zerojedynkowych jest takze
zmienng zerojedynkowa: uv=1 wtedy i tylko wtedy, gdy u=1i v=1.

Jak wiadomo, Srednia arytmetyczna zmiennej zerojedynkowe;j jest réwna czestosci wzglednej
przypadkéw, dla ktorych zmienna przyjmuje wartos¢ 1. Mamy zatem M, =n, 4/n, M =n, In, M, =n 1/n
gdzie ny =ny4+tnyg, n =M1+ Ng1 (czestosci, z jakimi zaobserwowano wartosc 0 dIa zmlennych uiv,
dane sg podobnymi wzorami: Ng =Ng1*+Ngg, N g=N4g*Ngp). Kowariancja zmiennych u i v wyraza sie

11 1 a 1

n . ra . . . . .
zatem wzorem —-— - . Liczebnoscin,q, n4q, Nyq i Nyg, OZNaczane tez a,b,c,d zestawia sie
n n n

zwykle w tabeli czteropolowej. Oto przyktad, w ktérym wartosci 1 i 0 zmiennych u i v oznaczajg
odpowiedzi tak, i ,nie” na dwa pytania dychotomiczne.

v
! 1 (Tak) | 0 (Nie) Razem
1 (Tak) 80 40 120
2 (Nie) 60 70 130
Razem 140 110 250
n44 N0 ny a b atb
No4 Noo Ny, c d ct+d
n 4 n o n atc | b+d | atb+ctd

W  naszym przyktadzie: n,4=a=80, n,,;=b=40, ny,;=c=60, ny,=d=70, n,=a+b=80+40=120,
n 4=a+c=80+60=140, a stad M, 80/250 032 M, =120/250=0.48, M ,=140/250=0.56, Cov(u,v)=
0.32-0.48:0.56 = 0.32-0.27 = 005

1
2

Kowariancje mozna obliczyc¢ takze za pomoca rownowaznego wzoru
n

(n n,-n,00,,)  wktérym

pojawia sig wielko$¢ nq4ngg-n4ongi=ad-bc, zwana iloczynem krzyzowym. Obliczajgc iloczyn
krzyzowy (mnozac przez siebie dwie liczebnosci na gtéwnej przekatnej \ i dwie liczebnosci na
przeciwlegtej przekatnej /, po czym odejmujac drugi iloczyn od pierwszego) mozemy najszybciej
sprawdzi¢ czy dwie zmienne zerojedynkowe sa niezalezne (zerowanie sig iloczynu krzyzowego) czy
zalezne dodatnio lub ujemnie. W naszym przyktadzie ad- bc=80-70-40-60=5600-2400=3200, awiec
zmienne u i v sg zalezne dodatnio.

Zauwazmy teraz, ze wariancje zmiennych u i v wyrazajg sie wzorami:
n n n n n n n n

s?=_tr(1-ty="b 0 o g2- 1o _ly-_1_ -0 (otrzymanymi ze wzoru (13)

u n n n n v n n n n

zastosowanego do pary identycznych zmiennych zerojedynkowych), skad z kolei wynikajg wzory na

odchylenia odchylenia standardowe: s = V. , s = V2o . Teraz gotowe sg juz wszystkie
u n v n

elementy potrzebne do wyprowadzenia wzoru na wspoétczynnik korelacji zmiennych zerojedynkowych.
Oto ten wzér



0050705,

o = T (14)

0y, 141,

Dla danych zestawionych w tabeli obliczyli§my juz iloczyn krzyZzowy, otrzymujgc warto$¢ 3200. Liczbe
te dzielimy teraz przez pierwiastek z 120-130-140-110= 240240000, réwny 15599.7, otrzymujac
warto$¢ 0.205.

Wspétczynnik korelacji mozna oblicza¢ dla dowolnych zmiennych dwupunktowych, takze
jakosciowych, zaktadajac jedynie, ze dla kazdej zmiennej jedna z warto$ci zostaje wyrdzniona jako
symbol kodowy zajscia pewnego zdarzenia A (B) interesujgcego badacza. Wspétczynnik rnazywamy
wtedy wspodtczynnikiem korelacji zdarzen A i Bioznaczamy r,g. W zaleznosci od znaku pokazuje
on czy czestos¢ wspotwystepowania tych zdarzen jest wyzsza czy nizsza niz czestos¢ oczekiwana
w sytuacji, gdy taczne zajscie obu zdarzen jest dzietem przypadku. Warto$¢ 1 oznacza, ze zdarzenia
A Bzawsze zachodzg réownoczesnie, natomiast wartos¢ -1 pojawia sie wtedy, gdy zajsciu A zawsze
towarzyszy niezajscie B (wtedy tez zajsciu B towarzyszy niezajscie A). Przypadek r,5=0 ma miejsce
wtedy, gdy B zachodzi réwnie czesto wtedy, gdy A zachodzi, jak wtedy, gdy A nie zachodzi. Dodajmy
jeszcze, ze przypisanie liczb 1i 0 odpowiednio zajsciu i niezajsciu wyrdznionego zdarzenia jest czysto
arbitralne. Warto$¢ wspétczynnika nie zmieni sie, jesli liczby te zastgpimy innymi, byle tylko
zachowany zostat porzadek. Mozemy takze zmieni¢ porzadek wartosci na przeciwny (np. jedynke
zastepujac zerem, a zero jedynkg) pod warunkiem, ze to samo zrobimy z drugg zmienna.

Przyktadem zastosowania wspotczynnika korelacji zdarzeh w metodologii socjologicznej jest
definicja mocy rozdzielczej wskaznika W dla indicatum | jako ry,.

Pearsonowski wspétczynnik wykorzystuje sie takze do badania zaleznosci zmiennych porzadkowych.
Okazuije sig mianowicie, ze wspotczynnik T, Kendalla daje sie zdefiniowac jako wspotczynnik korelacii
zmiennych sgn, i sgn,, okre$lonych na zbiorze par (i,j) takich, ze i<j dla ij=1,...,n. Warto$¢ zmienne;j
sgn, dla pary (i,j) to znak roznicy, rowny -1,0 lub 1 odpowiednio gdy Xi<Xj, X=Xy XP>X;. Analogicznie
definiuje sie sgn,,. Mamy wowczas Ty, = F(sgnx)(sgny)"

Inny wspotczynnik zaleznosci zmiennych porzadkowych, zwany wspéfczynnikiem korelacji rang, zostat
zdefiniowany przez Spearmana wprost jako wspétczynnik zmiennych rangowych r~* i
skonstruowanych ze zmiennych x i y. Ranga i-tej jednostki ze wgledu na zmiennag x jest to numer, jaki
otrzymuje dana jednostka po przepisaniu szeregu statystycznego w porzadku niemalejacych warto$ci
zmiennej x. Po zmianie numeracji, jednostki przyjmujace te samg wartos¢ zmiennej x nastepujg po
sobie. Dla kazdej takiej sekwencji przypadkéw oblicza sie srednig arytmetyczng rang i liczbe te
przypisuje wszystkim jednostkom w ramach danej sekwencji, otrzymujac w ten sposob rangi
skorygowane; sg to wkasnie wartosci zmiennej r*.

(/) X; rX; (1) 7 r;
(5) 2.0 1 1 (2) 2.0 1 1
(2) 3.0 2 3 (5) 3.0 2 3
(3) 3.0 3 3 (9) 3.0 3 3
(8) 3.0 4 3 (10) 3.0 4 3
(6) 3.5 5 55 (8) 3.5 5 5
(10) | 3.5 6 55 (3) 4.0 6 6.5
(1) 4.0 7 75 (6) 4.0 7 6.5
(9) 4.0 8 7.5 4) 4.5 8 85
(7) 4.5 9 9 (7) 45 9 85
4) 5.0 10 10 (1) 5.0 10 10

Dla zmiennych x i y, dla ktorych obliczylismy wyzej wspotczynnik korelacji liniowej, obliczymy teraz
wspotczynnik korelacji rang Spearmana. Najpierw wyznaczamy rangi zwykte i skorygowane ze
wzgledu na x i y. Poniewaz pdzniej musimy zestawi¢ obok siebie wartosci r* i r¥ dla tych samych
jednostek, w kolumnie oznaczonej (i) zapisujemy stare numery jednostek.
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Przepisujemy teraz szereg rang skorygowanych ze wzgledu na x w porzadku jak wyzej, a nastepnie
dopisujemy przy kazdej pozycji range skorygowang ze wzgledu na y, odnajdujac jg wedtug starego
numeru w szeregu umieszczonym wyzej po prawej stronie.

(i) r r (a) (b) (ab) (a%) (b?) (d) (a?)

(5) 1.0 3.0 -4.5 -2.5 11.25 | 20.25 6.25 -2.0 4.00
(2) 3.0 1.0 -2.5 -4.5 11.25 6.25 | 20.25 2.0 4.00
(3) 3.0 6.5 -2.5 1.0 -2.50 6.25 1.00 -3.5 12.25
(
(

8) | 3.0 50 | -25 | -05 125 | 625 | 025 | 20 | 4.00

6) | 55 | 65 0.0 10 | 000 | 000 | 1.00 | -1.0 | 1.00
(10) | 55 | 3.0 00 | 25 | 000 | 000 | 625 | 25 | 6.25
(1) | 75 | 100 | 20 | 45 | 900 | 400 [2025 | -25 | 6.25
@9 | 75 | 30 | 20 | 25 | -5.00 | 400 | 625 | 45 |2025
7) | 9.0 8.5 35 | 30 |1050 |1225 | 900 | 05 | 025
4) | 10.0 85 | 45 | 3.0 | 1350 |2025 | 9.00 15 | 225

55.0 55.0 49.25 |79.50 | 79.50 60.50

Pozostaje jeszcze obliczyé wspétczynnik korelacji zmiennych rX i /. Srednie arytmetyczne dla tych
zmiennych rowne sg M,,=55.0/10=5.5, M, =55.0/10=5.5, zatem odchylenia od srednich oblicza sie
wedtug wzoréw: a=r*;-5.5, b=r;-5.5. Mamy nastepnie: ) a,b=49.25, Y a,,=79.50, ) b,,=79.50, a stad
rs=(Y.ab)l/ (Y.a; Y.bp)= 49.25/79.50=.62.

Jesdli nie wystepujq ,rangi wigzane” (nie powtarza sie zadna z wartosci zmiennych x i y), wspétczynnik
korelacji Spearmana wyraza sie wzorem

6 3 d?
24, (15)

r,=1-———
n(n?-1)

S

w ktorym d; oznacza roznice rang przypisanych i-tej jednostce ze wzglgdu na jedna i druga zmienna,.
Wzér (15) stosuje sie takze przy niewielkiej liczbie weztéw, gdyz daje do$¢ dobre przyblizenie. Jego
zastosowanie do rang skorygowanych w powyzszym przyktadzie (patrz kolumny (d) i (d2)) daje wynik
0.63. Wspotczynnikiem Spearmana postugujemy sie najczesciej, gdy pierwotne dane majg juz postac
rangowa, jak w przypadku, gdy dwie osoby prosimy o uporzadkowanie tej samej listy przedmiotdw,
np. od najmniej potrzebnego do najbardziej potrzebnego na biwaku (eksperyment Hare'a).
Wspdtczynnik rg obliczony dla pary uporzadkowan mierzy wowczas zgodnos¢ dwu uporzadkowan.

Pearsonowski wspoétczynnik korelacji liniowej zdefiniowany zostat jako miara zaleznosci dwu
zmiennych interwatowych okreslonych w tej samej populacji (generalnej lub prébie). Opiszemy teraz
sens, jaki posiada ten wspétczynnik w kontekscie analizy regresji dwu zmiennych, wyjasniajac w
szczegoblnoéci dlaczego parametr ten nosi nazwe wspoétczynnika korelacji liniowej (korelacja jest
synonimem wspotzaleznosci).

W naukach scistych zwigzki miedzy zmiennymi opisuje sie za pomocg funkcji liczbo-liczbowych.
Zaleznosc¢ funkcyjna miedzy zmiennymi x i y oznacza zatem istnienie pewnej funkcji f, ktora dla
kazdego obiektu pozwala wyznaczy¢é wartos¢ zmiennej zaleznej y na podstawie znanej wartosci
zmiennej niezaleznej x, tzn. y=f(x;) dla i=1,...,n. Zalezno$¢ liniowa ma miejsce, gdy odwzorowanie
f ma postac¢ f(x;)=a+bx;. W analizie statystycznej dwu zmiennych takze wychodzi sie od pojecia
zaleznosci funkcyjnej, zaktada sie jednak, ze dane obserwacyjne nie muszg by¢ idealnie zgodne z
teoretycznym modelem zaleznosci, co z kolei ttumaczy sie dziataniem czynnikdw ubocznych o
charakterze losowym (w tym btedem pomiaru). Wartos¢ zmiennej y obserwowang dla i-tego
przypadku przedstawia sie wowczas jako sume wartosci wyznaczonej dla tego przypadku przez
zastosowanie funkcji f do obserwowanej wartosci zmiennej x, oraz btedu (zakitdcenia) losowego,



symbolicznie y=f(x;))+e; Zmienng f(x) oznacza si¢ zwykle i, jej wartosci nazywa sig¢ wartosciami
teoretycznymi albo przewidywanymi zmiennej zaleznej. O zmiennej e, ktorej wartosci (e=y;-i )
nazywamy odchyleniami wartosci obserwowanych (empirycznych) od wartosci przewidywanych
(teoretycznych) zaktada sie, ze ma $rednig 0, co oznacza, ze My=/\/l,,, oraz jest nieskorelowana z i
(Cov(i ,e)=0).

Badanie zaleznosci dwu zmiennych zaczynamy zwykle od sporzadzenia wykresu rozrzutu,
przypisujac i-tej jednostce badanej punkt (x;,y;) w dwywymiarowym uktadzie wspotrzednych (na osi
poziomej odktada sie warto$ci zmiennej niezaleznej, a na osi pionowej warto$ci zmiennej zaleznej).
Jesli ten sam punkt odpowiada pewnej liczbie przypadkéw (,podwéjny wezet”), fakt ten nalezy
odnotowac na wykresie za pomoca stosownych srodkow graficznych.

Oto wykres rozrzutu sporzadzony dla fikcyjnych danych (n=10), dla ktérych obliczalismy wyzej

wspotczynnik korelacji.
5.0 °
4.5 ° °
4.0 °

3.0 ° ° °
2.5

2.0 °

20 25 30 35 40 45 5.0

X

A oto bardziej skomplikowany przyktad pochodzacy z badan wykonanych w Krakowie w potowie lat
70-tych. Badano wowczas opinie studentdw o ptacach, zadajgc respondentom pytania o minimalng
i maksymalnag ptace, jakg powinien otrzymywac absolwent szkoty wyzszej i absolwent szkoty Srednie;.
Na ponizszym wykresie zmienne x (na osi poziomej) i y oznaczajg odpowiednio pozgdang ptace po
studiach i po szkole sredniej wyrazone w tysigcach éwczesnych ztotych. Zmienne te otrzymano
dzielac sume ptacy minimalnej i maksymalnej przez 2 (n=704, M,=4.02 s,=1.00 My=3.00 Sy~ 0.73
rxy=0.69).

- 1-5 przypadkow; e 6-30 przypadkéw; @ 31 i wiecej przypadkow



Jak wida¢, punkty tworzg wydtuzong chmure zageszczajaca sie w otoczeniu punktu o wspotrzednych
(Mx,My). Jest oczywiste, ze zmienne x i y sg zalezne dodatnio. Narysowano takze prostg, ktora w
przyblizeniu opisuje ten zwigzek (juz za chwile wyjasnimy w jaki sposob ja sie wyznacza).

Zanim zdecydujemy sie na wybor jakiej$ funkcji, mozemy najpierw przypisac¢ wartosciom zmiennej
niezaleznej warunkowe $rednie arytmetyczne zmiennej zaleznej: warunkowa $rednig My/xi otrzymuje
sie przez zsumowanie wartosci 7 dla wszystkich przypadkow spetniajgcych warunek x=x; a
nastgpnie podzielenie sumy przez liczbe takich przypadkéw. Wykres funkcji, ktora x;
przyporzadkowuje My/xi’ przedstawia ponizszy rysunek.

MY/X : Hee W -

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Obraz zaleznosci staje sie teraz bardziej przejrzysty, srednia warunkowa doé¢ regularnie rosnie ze
wzrostem x, choé wykazuje tez lokalne wahania, ktére mozna ,wygtadzi¢”, obliczajac srednie
arytmetyczne y w zbiorach jednostek, dla ktérych wartosci zmiennej x lezg w kolejnych przedziatach
klasowych (wyzej utworzono przedziaty o dtugosci .5 i srodkach 2, 2.5 itd. zaznaczonych na osi).
Punkty oznaczone kwadratami, odpowiadajgce tym srednim, w przyblizeniu ukfadajg sie w linie
prosta, co podsuwa mys$l, by do danych zastosowa¢ model zalezno$ci liniowej.

Znalezienie funkcji ,najlepiej pasujacej” do danych wymaga, po pierwsze, wskazania klasy funkcji,
do ktérej ma nalezeé rozwigzanie problemu; po drugie, okre$lenia kryterium dopasowania,
dyktujacego wybor ,najlepszej” funkcji w danej klasie. Jako kryterium przyjmuje sie minimalizacje
sumy kwadratéw odchylen warto$ci obserwowanych zmiennej zaleznej od wartosci przewidywanych,

2

tzn. minimalizacje wyrazenia Y, ( y,~¥,)° . Postepowanie to nazywa si¢ metodgq najmniejszych
i=1

kwadratow. Jesli ,dopusci¢ do gry” dowolne funkcje, rozwigzaniem okaze sie funkcja f(x,-)=My/x,-,
zwana funkcjg regresji pierwszego rodzaju. Ze wzgledu na nieregularnos¢ tej funkcji zwykle wolimy
jednak odwzorowanie bardziej ,oddalone” od konkretnych danych, ale za to prostsze, jes$li braé¢ pod
uwage wzor i ksztatt wykresu. Stad naturalna decyzja, aby zachowujac metode najmniejszych
kwadratow, rozwigzania problemu szukac¢ w klasie funkcji liniowych. Kazda taka funkcja wyznaczona
jest przez dwa parametry: wspotczynnik b, przez ktory mnozy sie wartos¢ x, i wyraz wolny a.

n

Kryterium ma wtedy posta¢ wyrazenia K(a, b)=Y, ( yl.—a—bxi)z , W ktérym wystepujq ustalone

i=1

wartosci obu zmiennych oraz zmienne parametry a i b, problem zas sprowadza sie do tego, aby
znalez¢ takie wartosci tych parametréw, przy ktorych wyrazenie to, traktowane jako funkcja dwu
zmiennych, osigga minimum. W podrecznikach statystyki jako metode rozwigzania problemu regresji
liniowej podaje sie zwykle obliczenie tzw. pochodnych czastkowych i przyréwnanie ich do zera.
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Okazuje sie jednak, ze i bez tak poteznych $srodkéw znalezienie rozwigzania nie nastrecza trudnosci.
Zauwazmy najpierw, ze funkcje Ka,b) i K(a,b)=(1/,)K(a,b) (,Sredni kwadrat odchylenia
obserwowanych wartosci y od wartosci teoretycznych”) przyjmujg minimum w tym samym punkcie,
mozna wiec te drugg funkcje wykorzysta¢ jako miare dopasowania funkcji liniowej do danych.
Wyznaczenie minimum funkcji K' okazuje sie banalnie fatwe po przedstawieniu K'(a,b) jako sumy
trzech sktadnikow jak nizej.

K'(a,b) = (bs_-r_s )*+(M -bM -a)’+(1-r})s* (16)

(rachunkowe sprawdzenie powyzszej rownosci jest wprawdzie dos¢ zmudne, ale nie wymaga
znajomosci rachunku rézniczkowego). W trzecim sktadniku niewiadome ai b nie wystepujg, natomiast
pierwszy i drugi sktadnik sg kwadratami pewnych wyrazeh, wiec co najwyzej mogq by¢ rowne 0. W
konsekwencji otrzymujemy wzoér

i —(1_r 2\ 2
Min K'(a,b) = (1 Iy )sy 17)
zas liczby, dla ktorych funkcja K' przyjmuje warto$¢ minimalng muszg spetnia¢ ukfad rownan

bs,- Sy~ 0, M -a-bM,=0 (18)
(w literaturze statystycznejrownania te nazywaja sie rownaniami normalnymi). W pierwszym réwnaniu
wystepuje tylko jedna niewiadoma b. Rozwigzujac je, otrzymujemy wzor

S
b, = 1, = (19%)

Wspotczynnik b « Nazywamy wspofczynnikiem regresji liniowej y wzgledem x. Po podstawieniu b
do drugiego rownanla (18), rozwigzujemy je ze wzgledu na niewiadomg a, otrzymujac wynlk
M b «M,. Poszukiwana funkcja liniowa, najlepiej pasujgca do danych dana jest zatem wzorem
|—b x+a Po wstawieniu M b <M, w miejsce 8y i prostych przeksztatceniach otrzymujemy
nas{epumce réwnanie, zwane rownanlem regresji liniowej

My byx(x—MX) (20%)
Jest to rownanie prostej przechodzacej przez punkt o wspotrzednych (M,,M ) i nachylonej do osi x
pod katem zaleznym od by (doktadniej, b =19 B, gdzie B jest katem nachylenla) Znak wspoétczynnika
regresiji liniowej, ktory w zwigzku ze wzorem (19) jest taki sam jak znak wspétczynnika korelaciji,
informuje o kierunku zaleznosci. Warto$¢ bezwzgledna b,, pokazuje, w jakim stosunku pozostaje
odchylenie teoretycznej zmiennej zaleznej od swojej érednlej do odchylenia zmiennej niezaleznej od
swojej Srednie;j.

W 1885 roku angielski uczony Franciszek Galton opublikowat wyniki swoich badan nad zaleznosciag,
wzrostu dzieci od wzrostu rodzicow. Stwierdzit, ze wprawdzie wysocy ojcowie majg na ogot wysokich
synow, a wiec zaleznosc¢ jest dodatnia, ale w nastepnych pokoleniu ma miejsce ,cofanie sie ku
przecietnosci” (regression towards mediocrity), tzn. wzrost syna lezy blizej sredniej w populacji synéw
niz wzrost jego ojca poréwnany ze $rednig w populacji ojcow. Formalnie prawidtowos¢ ta oznacza,
ze 0<by <1 (sytuacja taka ma miejsce takze w naszych danych ptacowych, gdzie b, ,=.50). W taki oto
sposob narodzit sie termin ,regresja”, ktéry obecnie stosowany jest takze, gdy b 1, 1 0znacza
statystyczng zaleznos¢ funkcyjna.

Ze wzoru (19) wynika, ze wartos¢ wspétczynnika byx zalezy zaréwno od wspotczynnika korelacji
r,yJakiodchylen standardowych s, i s, . Jezelizmienné x i y mierzone sg w tych samych jednostkach
(tak byto u Galtona i w naszym przyktadzie), wowczas po zmianie jednostki miary, co wymaga uzycia
tego samego przeksztatcenia liniowego (dopuszczalnego dla pomiaru interwatowego), wspoétczynnik
regresji liniowej nie zmieni wartosci. Dla dwu zmiennych, z ktérych kazda jest mierzona w innych
jednostkach, jak np. wzrost i waga, zmiana np. centymetréw na cale i kilogramow na funty bedzie
miata wptyw na warto$¢ bezwglednqbyx; po takiej zmianie prosta regresji moze by¢ mniej lub bardziej
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»Stromo” potozona w stosunku do osi poziomej, aczkolwiek efekt wznoszenia sie lub opadania,
zalezny tylko od znaku, zachowa sie. Nachylenie prostej regresji nie musi mie¢ zwigzku z ,sitg”
zaleznosci liniowej poza przypadkiem b =0 0znaczajgcym (o czym nizej) ,brak zaleznosci liniowej”.

Zapamietajmy takze, ze inaczej niZ wspoiczynnlk korelacji, wspotczynnik regresji liniowej jest
parametrem niesymetrycznym: wspotczynnik b Xy~ xy sx/sy) wspofczynnik regresjiliniowej x wzgledem
y) nie musi by¢ réwny b ,. Oba wspotczynniki majg jednak ten sam znak (réwny znakowi
wspotczynnika korelacji) a ponadto powigzane sg nastepujacym wzorem (otrzymanym przez
pomnozenie stronami dwu wariantéw wzoru (19))

byxbxy xy2 (21)

z ktorego z kolei wynika, ze warto$¢ bezwzgledng wspotczynnika korelacji liniowej mozna wyznaczyé

ze wzoru Irxyl = ‘/byxbxy _

Przeksztatcajac wzor (19) przez wstawienie w miejsce r,,,, wzoru definicyjnego (5), otrzymujemy

X
rownosci y
E (x,-M) (y,~M )
byx _ COV(};,_Y) _ i=1 - Y (22)
Sx Z:l (X _

Ostatnie wyrazenle moze stuzy¢ jako wzor roboczy do obliczania b - (@analogiczny wzér, majacy w
mianowniku Y (y-M ) stuzy do obliczania b, )

Przedstawmy teraz empiryczng zmienng zalezna y jako sume zmiennej teoretycznej i =a, ,+b X i
odchylenia (btedu dopasowania) y-i i obliczmy parametry statystyczne dla obu skfadnikow takiego
rozktadu. tatwo sprawdzi¢, ze M, M skad wynika natychmiast, ze M _.=0. Obliczenie warianciji i
daje nastepujacy wynik s 2= b, 252 r 23 WarlanCJa zmiennej y! 1, zuwagl nato, ze M, =0, to po
prostu Srednia arytmetyczna zmlennej {yl ,réwna K(aé,x,b x)- Mlnlmum K'(a,b) przypadawpunkme
)i jak wiemy ze wzoru (17) jest rowne (1- )s ten sposob udowodnilismy nastepujace

formu{y
s2=r,%s 2, §%,. = (1-r,2)s (23)

Wariancja y-i nosi nazwe wariancji resztowej. Podane wyzej wzory implikujg rownosc¢

s,2=82+8%, (24%)
Jak wiadomo, wariancja sumy dwu zmiennych jest rowna sumie ich wariancji wtedy i tylko wtedy, gdy
zmienne te sg nieskorelowane. Réwnos¢ (24) implikuje zatem réwnosé Cov(i ,y-i )=0.

Wzor (24) interpretuje sie jako rozktad zmiennoSci catkowitej y na dwa sktadniki, zktérych pierwszy
to zmiennoS¢ wyjasniona przez model zaleznosci liniowej od zmiennej x, a drugi to ,reszta”, czyli
zZmiennos$c¢ niewyjasniona na gruncie przyjetego modelu. Poniewaz wariancja wyjasniona jest rowna
rxyzsyz, kwadrat wspoétczynnika korelacji liniowej informuje jakg cze$¢ zmiennosci catkowitej zmiennej
zaleznej stanowi zmienno$¢ wyjasniona przez liniowe oddziatywanie zmiennej niezaleznej.

Wielkos¢ (1-r,,%)s,? jako réwna s? . nie moze by¢ mniejsza od 0. W konsekwencji 1-r,,%>0, a
stad

O<r,2<1, “1<r

» < 1 (25%)

Jesli rxy2=1, czyli r,, =1 lub -1), moéwimy, ze migdzy zmiennymi x i y zachodzi korelacja doskonata.

Wariancja resztowa szy_i jest wtedy rowna 0, to za$ oznacza, ze y-i =0, a stad i =y, dla kazdego i. Na
wykresie rozrzutu wszystkie punkty lezg wtedy na prostej regresji.
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Jesli Iy 2=0, czyli r,,~0, méwimy o catkowitym braku zaleznosci liniowej. Mamy wowczas b, ,=0 i
rownanle regreSJl przy{)lera postac i =M,,, wyznaczajgc prostg przebiegajaca rownolegle do OSI Xi
przecinajgacg os$ y w punkcie (0,M ) Na wykresie punkty moga byc¢ rozrzucone chaotycznie wokot tej
prostej, mogq jednak takze uk’fadac sie wokot pewnej krzywej. Brak zaleznosci prostoliniowej nie
wyklucza zatem innej formy zaleznosci.

Podsumowaniem interpretacji Pearsonowskiego wspotczynnika korelacji liniowej w kontekscie teorii
regresji liniowej niech bedzie zestawienie pieciu mozliwych sytuaciji.

(1) Doskonata dodatnia zaleznos$¢ liniowa (2) Niedoskonata dodatnia zaleznos¢ liniowa

rxy=1 0<er<1

(3) Brak zaleznosci liniowe;j

Iy = 0
y
X
(4) Niedoskonata ujemna zaleznos¢ liniowa (5) Doskonata ujemna zalezno$¢ liniowa
_1<rxy<0 rxy=—1
y y
X X

Na tym zakoncze wykiad poswiecony badaniu zaleznosci dwu zmiennych porzadkowych i
interwatowych, swiadomie ograniczony do zagadnieh lezacych w polu zainteresowania statystyki
opisowej. Wspotczynniki Iy i byx zwykle oblicza sie z préby losowej, a otrzymane wartosci traktuje
jako oceny nieznanych parametrow py. i Byy W populacji generalnej (X' i Y oznaczajg tu zmienne
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losowe). Problemy wnioskowania statystycznego dotyczacego tych parametréw omowione zostang
na osobnym wyktadzie.

Tekst ten powstat w roku akademickim 2000/2001 na uzytek zaje¢ ze Statystyki, ktére prowadzitem
woéwczas na kierunku socjologia w WSBIP w Ostrowcu Sw. Przygotowujac wyktad na temat badania
zaleznos$ci zmiennych porzadkowych i interwatowych, korzystatem z ogdlnie dostepnych podrecznikow
oraz skryptu Grzegorza Lissowskiego, Zaleznosci statystyczne miedzy uporzgdkowaniami (W arszawa
1978: WSNS). W roku akademickim 2008/2009 starg notatke wykorzystatem ponownie na zajeciach ze
statystykidla studentéw socjologii Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie. Tym razem zapis wykfadu,
wczesniej dostepny tylko w formie wydruku na papierze, umiescitem do wgladu publicznego na swojej

stronie.
o

http://www.cyf-kr.edu.pl/~ussozans/

26/04/09
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